l. ESPACOS CURVOS EM DUAS DIMENSOES

De acordo com Newton todas as coisas atraem a todas as demais com uma forca
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas, e 0os objetos respondem as
forcas com aceleracdes proporcionais as forcas. Sdo as leis de Newton da gravitacdo e do
movimento. Como sabem, ddo conta do movimento de bolas, planetas, satélites, galaxias, etc.

Einstein tinha uma interpretacao diferente da lei de gravitacdo. De acordo com ele, o
espaco e o tempo - que devem por-se juntos como espago-tempo - curvam-se nas vizinhangas
de massas pesadas . E é o esforco das coisas para seguir "linhas retas” neste espaco-tempo
curvo o que faz que se movam na forma em que o fazem . Esta é uma idéia complexa - muito
complexa -. E a idéia que queremos explicar neste capitulo.

Nosso tema tem trés partes. Numa intervém os efeitos gravitacionais; na outra idéias
de espaco-tempo que ja& estudamos; e na terceira a idéia do espaco-tempo curvo.
Simplificaremos nosso tema no comego ndo nos
preocupando da gravidade e deixando de lado o tempo- discutindo simplesmente o espaco
curvo- . Falaremos mais adiante das outras partes, mas nos concentraremos agora na idéia do
espago curvo - que se entende por espaco curvo, e mais especificamente o que se entende por
espaco curvo nesta aplicacdo de Einstein-. Agora bem, resulta que ainda assim é algo dificil
em trés dimensdes. Portanto, reduziremos primeiramente o problema ainda mais e falaremos
do que se entende com as palavras "espago curvo™ em duas dimensoes.

Fig. 01 - Umna pulga "Odete” sobre uma esfera.

Com o fim de entender esta idéia do espago curvo em duas dimensdes tem que dar-se conta
realmente do ponto de vista limitado de quem vive num espaco deste tipo. Suponham que nos
imaginamos um inseto sem olhos que vive sobre um plano, como mostra a figura abaixo .
Pode-se mover somente sobre o plano e ndo tem maneira de saber se ha um meio de descobrir
um "mundo exterior” . (N&o tem a imaginagédo de vocés.). Por hipoGtese, vamos raciocinar por
analogia. VIVEMOS num mundo tridimensional e ndo nos imaginamos para nada que se
possa sair deste mundo tridimensional em uma nova direcdo; de maneira que faremos as
coisas por analogia. E como se fossemos insetos vivendo em um plano e existisse um espaco
em outra direcdo. E por isto que trabalharemos primeiro com o inseto, lembrando que deve
viver sobre sua superficie e ndo pode sair dela.

Como outro exemplo de inseto que vive em duas dimensdes, podemos imaginar um
que viva sobre uma esfera. Imaginamos que pode caminhar pela superficie da esfera, como se
Ve na figura 2, mas ndo pode ver "para cima", ou "para baixo", ou "para fora".

o

Fig. 0Z - Uma pulga ™ sobre uma esfern
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Vamos considerar a terceira classe de criatura. Também € um inseto como o0s
demais, e também vive sobre um plano como o0 nosso primeiro animalzinho, mas desta vez o
plano é muito particular. A temperatura é diferente em diferentes lugares. Ainda mais, o
inseto e qualquer régua que possa utilizar sdo feitas do mesmo material, que se dilata quando
é aquecido. Sempre que ele colocar uma régua em qualquer lugar para medir algo, a régua se
dilata de forma imediata a fim de adotar o comprimento correspondente a essa temperatura e
esse lugar. Onde quer que coloque algum objeto - 0 mesmo uma régua, um triangulo,
"placa quente" a casa de nosso terceiro inseto ainda que prefeririamos pensar
particularmente em uma classe especial de placa quente que seja fria no centro e cada vez
mais quente a medida que nos aproximamos aos bordos . (Figura 3).

Fig. 03 - Uma pulga * Jo..." numa chapa quents

Fijg. 04 - Fazends uma "linha reta™ Aum plans

Agora vamos imaginar que nossos insetos comegam a estudar geometria. Ainda que
imaginemos que sejam. cegos, isto é que ndo podem ver nada do mundo “exterior”, podem
fazer muitas coisas com suas patas e antenas. Podem desenhar linhas, podem construir réguas
e medir comprimentos. Suponhamos primeiramente que comecem com a idéia mais simples
de geometria. Aprendam a tracar uma reta - definida como a linha mais curta entre dois
pontos. Nosso primeiro inseto - ver fig. 4 - aprende a tracar muito boas retas.

Mas o que acontece com o inseto da esfera? Traga suas retas como a menor distancia
- para eles - entre dois pontos, como se vé na figura 5 . A nds parecerd uma curva, mas o
inseto ndo tem meios para sair da esfera e descobrir que na "realidade” h4 uma linha mais
curta. Sabe simplesmente que se tentar qualquer outra trajetoria EM SEU MUNDO, ela
sempre sera maior que sua linha reta. Porque devemos reconhecer que sua reta é o arco mais
curto entre dois pontos. (E claro, ¢ um arco de circulo maximo) .

Figg. 05 - Fazendo uma "Tinha rets”™ sobne urss esfom,

Finalmente, nosso terceiro inserto - o da figura 3 - desenhara igualmente sua "reta"
que a nds nos parecera uma curva. Por exemplo, a menor distancia entre A e B na figura 6
serd uma curva como a indicada. Por qué ? Por que quando a linha se curva para a parte mais
quente da placa quente, as réguas tornam-se maiores ( desde que nosso ponto de vista
onisciente) e bastam menos "metros" postos em fila para ir de A até B. Portanto, PARA ELE
a linha é reta - ndo tem nenhuma maneira de saber que poderia existir alguém fora num
estranho mundo tridimensional que poderia chamar "reta" a uma linha que fosse diferente.
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Fig.08 - Fazenda wma "Teha reta™ moma chapa quanta,

Cremos que agora voceé tenha a idéia de que todo o resto de nossa analise se realizara
sempre do ponto de vista das criaturas nas superficies particulares e ndo de nosso ponto de
vista. Com isto em mente, vejamos que outros aspectos tem suas geometrias. Suponham que
todos os insetos tenham aprendido a construir duas linhas que se interceptam em angulo reto.
(Pode-se imaginar como eles poderiam fazer). Entdo nosso primeiro animalzinho ( 0 que esta
sobre o plano normal) descobre um fato interessante. Se ele parte do ponto A e constroi uma
linha de 100 centimetros de comprimento, entdo dobra em um angulo reto e marca outros 100
centimetros, entdo dobra novamente em um angulo reto e marca outros 100 centimetros, entdo
dobra novamente em um angulo reto e marca outros 100 centimetros; ao final se encontra no
ponto de partida, como mostra a figura 7a. E uma propriedade de seu mundo - um dos fatos
de sua "geometria”.

Logo descobre outra coisa interessante. Constréi - se um tridngulo - uma figura com
trés retas - a soma dos angulos € igual a 180°, isto é, a soma de dois angulos retos. Vejam a
figura 7b.

Logo inventa o circulo. O que é um circulo? Um circulo se constréi desta maneira: a
partir de um s6 ponto se tracam linhas retas em muitissimas direcGes e se assinala um
conjunto de pontos que estdo todos a mesma distancia do ponto de partida. Vejam a figura 7c.
(Devemos ter cuidado ao definir estas coisas para que possamos fazer as analogias com
respeito a seus companheiros). E claro, a curva obtida é equivalente a que vocé obteria
fazendo girar uma régua em torno de um ponto . Como queira que seja, nosso inseto aprende
a construir circulos. Logo, um dia pensa em medir a distancia ao redor do circulo. Mede
varios circulos e encontra uma clara relacdo: a distancia ao redor do circulo é sempre o
mesmo namero multiplicado pelo raio r (o qual, é claro, é a distancia do centro até a curva) .
A circunferéncia e o raio tem sempre a mesma relacdo - aproximadamente 6, 283
independentemente do tamanho do circulo.

Vejamos agora o0 que tem encontrado 0s outros insetos a respeito de SUAS geometrias

Primeiro, 0 que acontece com 0 inseto que estd sobre a esfera quando trata de
construir um quadrado ?
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G 2 Fig. 07 = Um trileeguio @ um ciroulo num espago plano

Se ele segue as retas que demos antes provavelmente pensara que o resultado ndo valia tanto
trabalho. Obtém uma figura parecida a que se mostra na figura 8. Seu ponto final B nédo se
superpde a seu ponto de partida A. N&o resulta nenhuma figura fechada. Tome uma esfera e
prove. Algo semelhante acontecera a nosso amigo da placa quente. Se ele traca quatro retas
de igual comprimento - medidas com suas réguas que se dilatam - unidas em angulo reto eles
obtém uma figura parecida a da figura 9
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Fig. 08 - Tentando fazer um "quadrado" sobre uma esfer

Fig. 09 - Tantando fazer um "quadrade” sobre wma chapa

Suponha agora que cada um de nossos insetos tenham seu préprio Euclides que diz a
eles como "deve" ser a geometria, e eles tem verificado aproximadamente o que lhes foi dito,
fazendo medicGes imperfeitas em pequena escala. Entdo quando tentarem fazer medidas ( ou
guadrados ) mais precisos numa escala maior eles descobrirdo que algo estava errado. O que
importa é que somente com MEDICOES GEOMETRICAS descobriram que passa algo com
seu espaco. Definimos um ESPACO CURVO como aquele onde a geometria ndo é a que se
espera para um plano. A geometria, dos insetos sobre a esfera ou sobre a placa quente é a
geometria de um espaco curvo. As regras da geometria de Euclides fracassam. E ndo é
necessario poder sair do plano para dar-nos conta de que 0 mundo em que vivemos é curvo.
N&o é necessario circunnavegar o globo para dar-se conta de que é uma bola. Vocé pode
encontrar que vive sobre uma bola simplesmente construindo um quadrado. Se o quadrado é
muito pequeno vocé necessitara bastante precisdo, mas se o quadrado é grande as medidas
poderdo realizar-se mais imperfeitamente.

Tomemos o caso do triangulo sobre um plano. A soma dos angulos é 180°. Nosso
amigo da esfera podera encontrar tridngulos muito raros. Por exemplo podem encontrar
triangulos que tem TRES ANGULOS RETOS. De verdade ! A figura 10 mostra um. Suponha
que nosso inseto parte do polo norte e traca uma linha reta até o equador. Logo dobra em
angulo reto e constrdi outra linha reta perfeita do mesmo comprimento. E, entdo, faz o
mesmo novamente. Devido o comprimento muito especial que ele escolheu se encontra
novamente no ponto de partida e ainda mais encontra a primeira linha reta num angulo reto.
Portanto ndo ha duvidas de que para seu triangulo tem-se trés angulos retos, isto é que a soma
é 270°.Resulta que para ele a soma dos angulos de um triangulo é SEMPRE maior que 180°.
Com efeito, 0 excesso
( para o caso especial mostrado € de 90°) é proporcional a superficie do tridngulo. Se um
tridngulo sobre uma esfera € muito pequeno seus angulos somam aproximadamente 180°, ou
somente um pouco mais. A medida que o triangulo é maior, a discrepancia se faz maior. O
inseto que esta sobre a placa quente descobrira dificuldades semelhantes com seus triangulos.

Passemos a examinar 0 que encontram 0S outros insetos com respeito aos circulos.
Constréem circulos e medem suas circunferéncias. Por exemplo, o inseto da esfera podera
tracar um circulo tal como o da figura 11. E descobrird que a circunferéncia ¢ MENOR que
21t vezes o raio. ( Vocé pode ver que devido a sabedoria de nossa vista tridimensional isto
resulta evidente, ja que quando se fala d o "raio" s e refere a uma curva MAIS LONGA que o
raio verdadeiro do circulo). Suponha que o inseto da esfera tenha lido Euclides e decidiu
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predizer um raio dividindo a circunferéncia C por 21t e obteve
C

r ——
21T

pred

Fig. 19 - Fobro uma esdera um “tridgngele™ pede tar trg
drguics & #0¢

Logo encontrara que o raio medido é maior que o predito. Continuando com seu estudo,
podera definir a diferenca como o “excesso radial™ e escrever

Fmed = Fpred = Texc

e estudar como o excesso radial depende do tamanho do circulo.

Nosso inseto da placa quente descobrira um fenémeno parecido. Suponha que ele
trace um circulo centrado no ponto frio da placa como na figura 12. Se o observassemos
enquanto traca o circulo notariamos que suas réguas sdo mais curtas ao redor do centro e mais
compridas a medida que as leva até a periferia - embora o inseto nédo saiba, € claro -. Quando
mede a circunferéncia, a régua é sempre comprida, assim também ele encontra que o raio
medido é maior que o predito C/21t O inseto da placa quente também encontra um "excesso
radial". E novamente a magnitude do excesso depende do raio do circulo. DEFINIREMOS
como "espago curvo” aquele em que se apresentam erros geometricos deste tipo: a soma dos
angulos de um triangulo é diferente de 180°;a circunferéncia dividida por 21t ndo € igual ao
raio; a régua para tracar um quadrado ndo da uma figura fechada. VVocé pode pensar em
outros.

Fig.11 - Farendo um circulo sobre ema chaps guenie

Fig. 11 - Fapendo um circulo ssbre wma exlers

Temos dado dois exemplos diferentes de espaco curvo: a esfera e a placa quente .
Entretanto, é interessante que se tomarmos a variacao correta da temperatura em funcéo da
distancia na placa quente, as duas geometrias serdo exatamente iguais. Isto é bastante
divertido. Podemos fazer
que o inseto da placa quente obtenha exatamente o mesmo resultado que o animalzinho da
esfera. Aqueles que gostam de geometria e dos problemas geométricos lhes diremos como
podem fazer. Se vocé assumir que o comprimento
das réguas ( como determinada pela temperatura) varia na propor¢do de um mais certa
constante vezes o quadrado da distancia a origem, vocé pode encontrar que a geometria da
placa quente é exatamente igual em todos os detalhes ( exceto para o ponto no infinito) a
geometria da esfera.

H4, é claro, outras classes de geometria. Poderiamos interessar-nos pela geometria de
um inseto que vive sobre uma péra, isto é algo que tenha uma curvatura mais acentuada num
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lugar que em outro, de maneira que 0 excesso angular nos tridngulos seja mais notavel
quando constréi-se triangulos pequenos numa parte de seu mundo que quando 0s constréi em
outra parte. Em outras palavras, a curvatura de um espaco pode variar de um lugar para outro.
E somente uma generalizacio da idéia. Pode-se também imitar com uma distribuicio
correspondente de temperaturas sobre uma placa quente.

Podemos assinalar ainda mais que os resultados poderiam apresentar-se com o tipo
oposto de discrepancia VVocé poderia encontrar, por exemplo, que todos os triangulos tem a
soma de seus angulos menor que 180°quando sdo muito grandes. Pode parecer impossivel,
mas nao é. Primeiro de tudo, poderiamos ter uma placa quente com a temperatura
decrescendo com a distdncia ao centro. Entdo todos os efeitos se invertiam. Mas também
podemos fazer isto em forma puramente geométrica observando a geometria bidimensional
da superficie de uma sela de montar a cavalo. Imaginem uma superficie em forma de sela de
montar a cavalo como esboc¢ada na figura 13. Desenhe agora um "circulo™ sobre a superficie,
definido como o lugar geométrico de todos os pontos a mesma distancia de um centro. Este
circulo é uma
curva que oscila para cima e para baixo com um efeito de . A circunferéncia que resulta é
maior que a que seria de esperar do calculo de 2 1tr. Assim pois C/21té agora menor que r. O
excesso radial sera negativo.

Fig. 14 - Um espago bidimensional com curvatura intrinseca zero
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Fig. 13 - Um "circulo™ sobre uma superfice em forma de sela de montaria

Esferas, péras e superficies similares sdo todas de curvatura POSITIVA; enquanto que
as outras se chamam superficies de curvatura NEGATIVA. Em geral, um mundo de duas
dimensdes ter4 uma curvatura que varia de um lugar a outro e pode ser positiva em alguns
lugares e negativa em outros. Em geral, entendemos por espaco curvo simplesmente um em
que as regras da geometria de Euclides perde a validade por discrepancia de um sinal ou
outro. O grau de curvatura - definido pelo excesso radial, digamos - pode variar de um lugar
a outro.

Assinalamos que, segundo nossa - definicdo de curvatura, resulta bastante
surpreendente que um cilindro ndo seja curvo. Se um inseto vivesse sobre um cilindro, tal
como mostra a figura 14, encontraria que os triangulos, quadrados e circulos tem 0 mesmo
comportamento que sobre uma plano Isto é facil de ver, pensando simplesmente como se
veriam todas as figuras se o cilindro se desenrolasse sobre um plano. Entéo se pode fazer com
que todas as figuras geométricas correspondam exatamente as que estdo no plano. Assim
pois, ndo ha forma de que um inseto que viva sobre um cilindro ( supondo que ndo dé a volta
em todo o cilindro, mas que realize somente medigdes locais) descubra que seu espago é
curvo. Do que vamos falar é do que se chama mais precisamente curvatura INTRINSECA;
isto é, uma curvatura que se pode encontrar somente por medidas em uma regido localizada. (
Um cilindro ndo tem curvatura intrinseca.). Este € o sentido que pretendia Einstein quando
dizia que nosso espago € curvo. Mas, até agora temos definido somente um espaco curvo em
duas dimensdes; devemos seguir
Adiante para ver o que pode significar esta idéia em trés dimensoes.

2. A CURVATURA NO ESPACO TRIDIMENSIONAL .
Vivemos num espaco tridimensional e vamos considerar a idéia de que 0
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espaco tridimensional é curvo. Vocés me dirdo mas como pode vocé imagina-lo que se curva
numa direcdo qualquer ? Bem, ndo podemos imaginar que 0 espacgo se curva em uma dada
direcdo qualquer porque nossa imaginacdo ndo é suficientemente boa. ( Talvez seja bom que
ndo possamos imagina-lo muito a fim de ndo desvincularmos em demasia do mundo real).
Mas podemos sempre definir uma curvatura sem sairmos do nosso mundo tridimensional.
Tudo que temos discutido a respeito de duas dimensdes foi simplesmente um exercicio para
mostrar-lhes como podemos obter uma definicdo da curvatura que ndo  requereria que
foéssemos capazes de "olhar para dentro” do lado de fora. Podemos determinar se
nosso mundo € curvo ou ndo de uma maneira bastante analoga a usada pelos senhores que
vivem sobre a esfera ou sobre a placa quente . Pode ser que ndo sejamos capazes de distinguir
entre estes dois casos, mas certamente podemos distingui-los do caso do espaco plano, isto é
do plano ordinario. Como ? Bastante facil: traca-se um tridngulo e mede-se os angulos. OU
tracamos um circulo e medimos a circunferéncia e o raio. OU tratamos de tracar um quadrado
preciso, ou construir um cubo. Em cada caso verificamos se se cumprem as leis da geometria.
Se ndo se cumpre dizemos que nNOSSO espaco € curvo. Se  tragamos um grande triangulo e a
soma dos angulos excede os 180°, podemos dizer que nosso espaco € curvo. Ou se medirmos
0 raio de um circulo e ndo resulta igual a circunferéncia dividido por 21t podemos dizer que
NOSSO espaco é curvo.

Fig. 15 - O execeeso de ralo pode ser diferents para ¢
chrculos com difersntes orientagdes

Notardo que em trés dimensdes a situacdo pode ser muito mais complicada que para
duas. Em duas dimens6es ha um certo grau decurvatura em qualquer ponto. Mas em
trés dimensdes pode haver varias COMPONENTES da curvatura. Se tragcamos um tridngulo
sobre certo plano, poderemos obter uma resposta diferente da que obteriamos se
orientamos o plano do triangulo de uma maneira diferente. Ou podemos tomar o exemplo de
um circulo. Suponham que desenhamos um circulo e medimos o0 raio e ndo coincide com
C/21, de modo que ha certo excesso radial. Desenhamos agora outro circulo perpendicular ao
primeiro - como na figura 15 -. N&o € necessario que 0 excesso  Seja 0 mesmo exatamente
para ambos os circulos . Com efeito, pode haver um excesso positivo para o circulo do plano
e um defeito (excesso negativo ) para o circulo do outro plano.

Talvez vocé esteja pensando em uma idéia melhor: ndo poderiamos evitar todas estas
componentes utilizando uma esfera em trés dimensdes ? Podemos especificar uma esfera
tomando todos os pontos de uma superficie que estejam a mesma distancia de um ponto do
espaco. Logo, podemos medir a superficie tracando um reticulo retangular muito fino sobre a
superficie da esfera e somando todos os pedacinhos de superficie. De acordo com Euclides a
superficie total A deveria ser 41tvezes o quadrado do raio; portanto podemos definir um "raio

. 1 . L . .
predito” como 1/— . Mas também podemos medir diretamente o raio fazendo um buraco até
m

0 centro e medindo a distancia. Novamente podemos tomar o raio medido menos o predito e
chamar de excesso radial a diferenga.



Feynmann CAPITULO 42 8

_ \/superfl’cie medida
Fexc = 'med -
4
que sera uma medida perfeitamente satisfatoria da curvatura. Tem a grande vantagem de que
nédo depende de como se orienta um tridngulo ou um circulo .

Mas excesso radial de uma esfera tem também uma desvantagem; nao caracteriza
completamente o espaco. Ele da o que se chama de CURVATURA MEDIA DO MUNDO
tridimensional, posto que é um efeito médio sobre as diversas curvaturas. Sendo uma media,
néo resolve completamente o problema de definir a geometria. Se somente se conhece este
nimero ndo se pode predizer todas as propriedades da geometria do espago, porque nao se
pode dizer o que acontece com um circulo de orientacdo diferente . A definicdo completa
requer a especificacio de seis "numeros de curvatura” em cada ponto. E claro, os
matematicos sabem como escrever todos esses nimeros. Vocé pode algum dia ler um livro de
matematica onde se mostra como se escrevem todos de uma maneira elegante e com muita
classe, mas € uma boa idéia conhecer primeiro em forma rudimentar o que € e o que tratam
de escrever. Para a maioria de nossos objetivos a curvatura média sera suficiente.

3. NOSSO ESPACO E CURVO.

Agora vem o problema principal. E verdade ? Isto é, o espaco fisico real de trés
dimensbes em que vivemos é curvo ? Uma vez que temos bastante imaginacdo para darmos
conta da possibilidade de que o espaco seja curvo, a mente humana sente naturalmente
curiosidade por saber se 0 mundo é ou ndo curvo. Pessoas tem feito medidas geométricas
diretas para tratar de descobrir, mas ndo se tem encontrado desvios. Por outro lado, com
raciocinios sobre a gravitacdo, Einstein descobriu que o espaco E curvo e queremos contar-
Ihes qual é a lei de Einstein para o grau de curvatura, e falar-lhes também um pouco de como
chegou a seu descobrimento.

Einstein disse que o espago € curvo e que a matéria é responsavel pela curvatura. ( A
matéria € ainda mais a origem da gravitacdo, pelo que a gravidade esta relacionada com a
curvatura - mas isto veremos mais adiante neste capitulo - ). Suponhamos para facilitar as
coisas, que a matéria esta distribuida em forma continua com certa densidade, que pode
variar, entretanto, tanto como queiram de um lugar a outro. A regra que Einstein deu para a
curvatura é a seguinte : se numa regido do espago h& matéria e tomarmos uma esfera
suficientemente pequena como para a densidade p da matéria que contém seja efetivamente
constante, entdo o EXCESSO RADIAL para a esfera é proporcional a massa que contém.
Utilizando a definigcdo de excesso radial temos

) A G
Excessoradial = .|— -Tpeg= —M
Var ~ ™ 3¢

Aqui, G é a constante gravitacional ( da teoria de Newton), ¢ € a velocidade da luz e
M = 4mpr’/3 é a massa da matéria contida na esfera. Esta é a lei de Einstein para a curvatura
média do espaco.

Suponham que tomamos a Terra como exemplo e esquecemos que a densidade varia
de um ponto para outro - assim ndo temos que fazer integral alguma -. Suponham que
medimos a superficie da Terra muito cuidadosamente
e logo fazemos um buraco até o centro e medimos o raio. A partir da area da superficie
poderiamos calcular o raio predito que se obteria fazendo a superficie igual a 4 1 r%. Ao
comparar o raio predito com o efetivo, encontrariamos que o raio efetivo excede o predito na
quantidade dada pela equacio acima. A constante G/3c? é de aproximadamente 2,5 x 10%° cm
por grama, assim que para cada grama de material o raio medido difere do predito em 2, 5 x
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10%° cm. Introduzindo a massa da terra, que ¢ ao redor de 6 x 10°" gramas, se encontra que a
terra tem um raio que € I, 5 milimetro maior do que deveria ter de acordo com a sua
superficie. Fazendo o mesmo célculo para o Sol , encontra-se que o raio do Sol é meio
quilémetro maior.

Devem notar que a lei diz que a curvatura " MEDIA SOBRE" a superficie da terra é
zero. Mas isto NAO significa que todas as componentes da curvatura sejam zero. Pode haver
- e de fato ha - certa curvatura por cima da terra. Para um circulo haverd um excesso radial
com sinal para certa orientagcdo e com outro sinal ( oposto ) para outra orientagdo. Encontra-
se imediatamente que a média sobre uma esfera é zero quando ndo ha massa DENTRO dela.
A proposito, encontra-se que ha uma relagdo entre as diversas componentes da curvatura e a
VARIACAO da curvatura média de um lugar para outro. Assim, pois, se se conhece a
curvatura em todas as partes, pode-se determinar os detalhes da curvatura em cada ponto. A
curvatura media sobre a terra varia com a altura, assim que ai 0 espaco é curvo . E é esta
curvatura o que vemos como forga gravitacional.

Suponham que temos um inseto sobre um plano e que o "plano” tem pequenas rochas
na sua superficie. Donde h& uma rocha o inseto concluird que seu espaco tem pequenas
regides com curvatura localizada. Temos o mesmo em trés dimensdes. Donde ha um torrao
de matéria, nosso espaco tridimensional tera uma curvatura localizada - uma espécie de rocha
tridimensional.

Se fazemos um montdo de protuberangas sobre um plano poderia haver uma curvatura
global em todas as rochas: a superficie poderia chegar a se parecer com uma bola. Seria
interessante saber se nosso espago tem uma curvatura média total além das rochas locais,
devidas aos torrdes de
matéria como a terra e 0 sol. Os astrofisicos tem tratado de resolver esta questdo realizando
medidas em galaxias muito distantes. Por exemplo, se 0 numero de galaxias que vemos em
uma casca esférica a uma grande distancia é diferente da que seria de esperar segundo nosso
conhecimento do raio da casca teriamos uma medida do excesso radial de uma esfera
tremendamente grande. A partir de tais medidas espera-se determinar se o universo inteiro é
em média plano ou redondo - se € "fechado™ como uma esfera, ou aberto como um plano.
Vocé pode ter ouvido falar dos debates que se realiza, sobre este tema. H& debates devido a
que as medidas astrondmicas todavia ndo sdo nada conclusivas: os dados experimentais ndo
sdo o suficientemente precisos para dar uma resposta definida. Desafortunadamente, ndo
teremos a a mais vaga idéia sobre a curvatura global de nosso universo em escala grande.



