IMES-FAFICA

Topicos de Matematica
Aplicada

Pesguisa Datafolha

O comércio de armas de fogo e municao deve ser proibido no Brasil?

Por regido no pais
em %

“Sim Nao

Fotha da 5. Paub, 22102005,

Sim 43% %

Categorias

1Ba24 25234 35a44 45a59 60 Ensino
Homens Mulheres S e |y ﬁ'ﬁr‘gs Fund. Med Superior

Sim 39 a7 -42 45 41 45 45 45 41 37
Nao &1 53 58 55 59 55 55 55 50 63
Religiao Cor

80

60 55
40. il i 4I 41. 36.

. 55
Catélica Emgam SOTE e n- Versdo BETA Agosto 2008

(00Stal e ntdoetal rellgiée reugléa

56 43 52 54,




Bertolo Estatistica Aplicada no Excel

A redugdo dos dados através de tabelas de frequéncias e gréaficos fornece muito mais informagbes sobre o
comportamento de uma variavel do que a prépria série original de dados. Contudo, muitas vezes queremos resumir
ainda mais esses dados, apresentando um ou alguns valores que sejam representativos da série toda. Quando
usamos um so valor, obtemos uma redugéo drastica dos dados.

As principais medidas estatisticas (ou simplesmente estatisticas) referem-se as medidas de posi¢cdo (locagdo ou
tendéncia central) ou as medidas de dispersao (ou variabilidade):

2.1 — Medidas de Posicao (ou tendéncia central

Mostram o valor representativo em torno do qual os dados tendem a agrupar-se com maior ou menor freqiéncia.

A medida de tendéncia central € um nimero que esta representando todo o conjunto de dados; nas pesquisas tal
numero pode ser encontrado a partir da média aritmética, da moda ou da mediana, e o uso de cada uma delas é
mais conveniente de acordo com o nivel de mensuragao, o aspecto ou forma da distribuicdo de dados e o objetivo da
pesquisa.

2.1.1 — Média Aritmética Simples ( x)

E a medida de centralidade mais comum, porém deve ser usada em dados representados por intervalos, pois ndo
haveria sentido utiliza-la em uma distribuicdo em que a variavel fosse, por exemplo, time de futebol ou sexo. A média
representa, ainda, o ponto de distribuicdo no qual se equilibram as discrepéancias (diferencas) positivas e negativas de
cada dado, ou seja, as discrepancias positivas somadas se anulam com as negativas somadas.

Definida da seguinte forma: & a soma de todos os

X Xt Xgt ot X, YR numeros  dividida  pelo

X= o = n numero de parcelas. E uma

~ das medidas de tendéncia

Usada em dados nao agrupados. central de maior emprego.
EX: 4 15 20 20 24 27 30
4415+ 204+20+ 24427+ 30
X = =
7

Observe que: (20-4) + (20-15) + (20 — 24) + (20— 27) + (20-30) =0
2.1.2 — Média Aritmética Ponderada (_ x)

E um tipo de média aritmética de varios valores com pesos diferentes, dada por:

o PaXitpaXpt PaXs ot Pu¥n _ Xizt PiXi
P1+ Pnt ..t Pn i1 Pi

pi = peso da amostra x;.

Para dados agrupados em classes, temos:

X
I

(=
iz 1n1 N L

A média aritmética simples pode ser vista como a média ponderada com todos os pesos iguais. Para efeito de
nomenclatura sempre trataremos a média aritmética simples ou ponderada simplesmente por média representada por

().

2.1.2 — Média Geométrica ( X: )

E definida como a raiz de ordem n do produto desses nimeros.
.QEG =" xl.xZ.X3 e .xn

2.1.3 — Exercicios Modelos

01. Temos um grafico que nos mostra o desempenho dos 5 melhores classificados em um determinado concurso, no
qual a pontuagao varia de zero a cem pontos.

a) Qual é a soma dos pontos dos candidatos A, B, C, D e E?

b) Determine a média aritmética dos pontos dos candidatos discriminados no grafico.

c) Mostre qual o candidato que fez mais e o que fez menos pontos.

2
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02. Um professor de uma determinada disciplina resolveu que suas provas bimestrais terao pesos diferentes em cada

bimestre e que seus alunos, sé no final do 4° bimestre, receberdo a média final. Escolhendo aleatoriamente um aluno

desse professor, vamos, de acordo com suas notas e respectivos pesos, verificar sua média final.

O aluno no primeiro bimestre tirou 6 e a prova tinha peso 2, no 2° bimestre tirou 5 e o0 peso era 4, no 3° bimestre o

aluno tirou 3 e o peso era 2 e, finalmente, no 4° bimestre tirou 10 e o0 peso era 4. Calcule sua média final.

03. A tabela a seguir apresenta a distribuicao de freqiiéncias dos salarios de um grupo de 50 empregados de uma
empresa, num certo més.

Numero da Salario do més Numero de O salario médio desses empregados,
classe em reais empregados nesse més, foi de:
1 1.000 |— 2.000 20 a. R$ 2.637,00
2 2.000 3.000 18 b. R$ 2.500,00
: = 3. c. R$ 2.420,00
3 3.000 |— 4.000 9 3. RS 2.400.00
4 4.000 |— 5.000 3

04. Calcule a média geométrica da série (2, 4, 8)
2.1.4 — Médiana (%)

E o valor “do meio” de um conjunto de dados, quando os dados est&o dispostos em ordem crescente ou decrescente,
cortando, assim, a distribuicdo em duas partes com 0 mesmo numero de elementos.

E uma medida separatriz definida e exata, de facil compreensdo. Ela serve para andlise comparativa e é
representada por X

Para dados n&do agrupados em classes:

. ~ +1\?
Senéimpar > ¥ = ("T) termo
Com os numeros:

20 27 30 24 20 15 4
devemos, coloca-los em ordem:
4 15 20 20 24 27 30

Mediana igual a 20

. - (g)otermo+ (§+ l)atermo . , - . L . .
Senépar »>X= > temos que a mediana sera a média aritmética dos dois elementos centrais,

apos todos os elementos serem colocados em ordem.
Com os numeros:

20 27 30 24 20 15
Deve-se coloca-los em ordem:
15 20 20 24 27 30

20+24 _

Mediana igual a X = 22

Exercicio: {35, 36, 37, 38, 40, 40, 41, 43, 46} => ¥ = 40
{12, 14, 14, 15, 16, 16,17, 20} =X = =155

02. Em um colégio, estdo matriculados numa determinada classe 21 alunos. Durante o 1° bimestre foi feito um
levantamento da freqiéncia destes alunos e foram observadas as seguintes faltas: 0, 0, 3,5, 7, 9,0, 1, 2, 3, 11, 2, 3,
5,6,4, 10,12, 0, 1, 2. Qual a mediana X das faltas?
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03. As idades dos atletas amadores de uma determinada modalidade esportiva sdo 14, 12, 16, 13, 17, 16 anos.
Encontre a mediana da série.

2.1.5 — Média x Médiana

A média é muito sensivel a valores extremos de um conjunto de observagdes, enquanto a mediana ndo sofre muito
com a presencga de alguns valores muito altos ou muito baixos. A mediana é mais “robusta” do que a média.

Devemos preferir a mediana como medida sintetizadora quando o histograma do conjunto de valores é assimétrico,
isto é, quando ha predominancia de valores elevados em uma das caudas.

Ex.: {200, 250, 250, 300, 450, 460, 510 }
x=345,7 %=300

Tanto como % sdo boas medidas de posicao.
Ex.: { 200, 250, 250, 300, 450, 460, 2300 }
xx =601 % =300

Devido ao valor 2300, % é preferivel a x.

2.1.6 — Percentis

“ O percentil de ordem p, 0 < p< 100, de um conjunto de valores dispostos em ordem crescente € um valor tal que p%
das observacdes estéo nele ou abaixo dele e (1 - p)% estdo nele ou acima dele.”

Ex: Para valores de 51 a 100, ordenados crescentemente:
P,s = 25 deixa 25% dos dados (12,5 = 13 valores) nele ou abaixo dele e 75% dos dados (37,5 = 38 valores)
nele ou acima dele. Assim: P,s= 63.

Similarmente, P80 deixa 80% dos dados (40 valores) nele ou abaixo dele e 20% dos dados (10 valores) nele

. . 90+91
ou acima dele. Assim:Pg, = o =905

Para dados agrupados em classes, os percentis podem ser obtidos por interpolagao linear (regra de trés simples).

Ex.: Dada a distribuigao de frequéncia de uma variavel X qualquer:

X X N N
1,810 |— 1,822 | 1,816 7 7
1,822 |— 1,834 | 1,828 14 21
1,834 |— 1,846 | 1,840 18 39 Temos que, para Psy (50% de 50) sera o 25°
1,846 |— 1,858 | 1,852 7 46 elemento, esta na tgrcelra classe. Isto porque a
segunda classe contém 21 elementos e a terceira,
1,858 |— 1,870 | 1,864 4 50 39 elementos. Lodo. o 25° elemento estara na 32
H
-------- — 1.846-1.834 _ %-1.834 o~
18 B -, " e T X= 1.837
14 Um outro processo grafico pode ser usado para o calculo
desses percentis. (Veja Ogiva de Galton). Tal processo exige
- rigor no tragado e deve-se preferir papel milimetrado.
- Obs.: As calculadoras geralmente ndo fornecem mediana e
4 14% [28%% [3GFs percentis.
&
LEIG 182 1AW X 1Es 1 8% 18
2.1.7 — Moda

E o valor que ocorre com maior freqiiéncia em um conjunto de observagdes individuais. Para dados agrupados temos
a classe modal. Em alguns casos pode haver mais de uma moda. Assim temos uma distribuicdo bimodal, trimodal,
etc...

A moda € o valor em torno do qual os dados estatisticos tendem a estar mais pesadamente concentrados e é
representada por Mo, também conhecida pelo nome de norma ou modo.

O termo moda foi introduzido por Pearson.

Exemplos

4
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01 Em um grupo de pessoas cujas idades sdo: 3, 2, 5, 2,6, 2, 4,4, 2,7, 2 anos, a moda € 2 anos (Mo = 2). Portanto,
denomina-se unimodal.

02 Algumas pessoas frequentaram a escola por estes numeros de anos: 5, 3,7, 5,5, 8,5, 3,1, 1, 3, 3, 10, 3, 5. Nesta
série de numeros, podem-se ter duas modas: M, = {g Portanto bimodal

Para exemplificar tomamos dados observados e colocamos em uma tabela.

03 Temos um grupo de pessoas cujas idades sdo: 3, 2,5, 2,6, 2,4,4,2,7, 2 anos:

Idade 2 3 4 5 6 7
Freqléncia 5 1 2 1 1 1
Fica claro que a moda é 2 anos.

04 Tempo, em anos, que um grupo de pessoas freqiientou a escola.

Tempo de Escolaridade

1 2
3 5
5 5
7 1
8 1
10 1

Nesse exemplo, afirmamos que ha duas modas, 3 e 5, portanto o conjunto de dados é bimodal.

Nota importante
Quando nao houver repeticdo de nimeros, nao havera moda (o conjunto de dados € amodal).
Quando os dados estdo agrupados em classes,

X ‘ X n
10 |— 20 15 2
20 |— 30 25 4
30 |— 40 35 10 = Classe Modal
40 |—50 45 6
50 |— 60 2

Distribuigio
/ \ /\Bmm
Exemplo

Nesta série, 1,7, 9, 12, 17, ndo ha moda, pois nao ha repetigdo de nimero. Observe a resolugao deste exemplo.
Considere os numeros 621, 310, 621, 201 e calcule:

a) a média aritmética (x);

b) a média aritmética ponderada (), com pesos 2, 3, 1 e 2, respectivamente;

c) a moda (Mo).

Resposta

Primeiramente, monta-se a tabela:

NuUmeros 621 310 201
Frequéncia 2 1 1

a. x = 621+3101—621+201 — 1.153 — 438,25

b. ¥ = 621.2+310.3+621.1+201.2 3 195 — 399 375

2+43+1+2

c. Observando a tabela com os dados do exercicio, verificamos que o niUmero 621 aparece 2 vezes. Essa é a maior
frequéncia de acordo com a tabela, portanto Mo = 621.

Exercicios de Aplicacao
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01 UFRN-RN Uma prova foi aplicada em duas turmas distintas. Na primeira, com 30 alunos, a média aritmética das
notas foi 6,40. Na segunda, com 50 alunos, foi 5,20. A média aritmética dos 80 alunos foi:

a) 5,65 c) 5,75

b) 5,70 d) 5,80

02 Fuvest-SP

Uma prova continha cinco questbes, cada uma valendo dois pontos. Em sua corregédo, foram atribuidas a cada
questao apenas as notas 0 ou 2, caso a resposta estivesse, respectivamente, errada ou certa. A soma dos pontos
obtidos em cada questédo forneceu a nota do aluno. Ao final da corregdo, produziu-se a seguinte tabela, contendo a
porcentagem de acertos em cada questéao.

1 30%
2 10%
3 60%
4 80%
5 40%

De acordo com a tabela construida no exercicio anterior, encontrar a freqtiéncia percentual de cada salario e repetir a
sua tabela acrescentando mais uma coluna, de valores percentuais.
Logo, a média das notas da prova foi:

a)3,8 d)4,4
b) 4,0 e)4,6
c)4,2

03 TCU - Considere a distribui¢éo de frequiéncias dos tempos de auditoria:

10...19 10
20...29 20
30...39 40
40 ... 49 20
50...59 10

Assinale a opgao incorreta.

a) O intervalo de classe modal é dado por [30; 39].

b) O tempo médio de auditoria é dado por 34,5 min.

c) A mediana, a moda e a média da distribuigdo sdo coincidentes.
d) A distribuigédo é assimétrica.

e) 30% das auditorias demoram menos de trinta minutos.

2.2 — Medidas de Dispersdo ou Variabilidade

Vimos que a moda, a mediana e a média aritmética possuem a fungdo de representar, a partir de um Unico nimero,
a sequéncia a ser analisada. Porém, tal método ainda é muito incompleto para que nds possamos tirar alguma
conclusdo sobre o trabalho. E necessario que possamos enxergar algo mais nessa seqiiéncia que estamos
analisando, como, por exemplo, certa “personalidade” da sequéncia. Observe a seguinte situagdo: quatro turmas,
uma de cada um dos cursos Ciéncia da Computacédo, Matematica, Ciéncias Contabeis e Fisioterapia, fizeram uma
prova de estatistica e quando o professor verificou a média das notas de cada turma, constatou que, em cada uma
das quatro turmas, a média dos alunos foi igual a 6,0. E ai? Sera que podemos concluir que o desempenho das
quatro turmas foi o mesmo? Sera que todos os alunos, de todas as turmas, tiraram nota 6,0 na prova? E ébvio que,
nesse momento, o bom senso fala mais alto e podemos, no minimo, desconfiar de que ndo. Pois é exatamente ai que
reside a tal “personalidade” que podemos atribuir a cada turma em relagdo ao comportamento das notas. O que
quero dizer é que, com as medidas de dispersao, seremos capazes de verificar que, por mais que a média das
turmas na prova de estatistica tenha sido 6,0, poderemos com tais medidas determinar as turmas que tiveram um
comportamento homogéneo, em que os alunos tiraram notas préximas de 6,0, como também determinar as turmas
que tiveram um comportamento heterogéneo em relagao a nota 6,0, ou seja, por mais que a média tenha sido 6,0, as
notas n&o foram préximas de 6,0. Em outras palavras, torna-se necessario estabelecer medidas que indiquem o grau
de dispersédo em relagao ao valor central. Algumas medidas de dispersao que sintetizam essa variabilidade sao:
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2.2.1 — Amplitude (H)

E uma medida de dispersdo muito rapida e, ao mesmo tempo, muito imprecisa, pois consiste simplesmente em
verificar a diferenga entre o maior valor e o0 menor valor obtido na coleta de dados. Essa é nossa velha conhecida.
Mesmo assim um exemplo

Pessoas Peso (kg)

Agulha 30

Aderbal 15

Cora 55 Na tabela ao lado, temos o peso das pessoas de um
Renato 52 determinado grupo analisado e podemos verificar que a
Guilherme 60 amplitude total foi de:AT =75-15 =60

Bruno 53

Bertolo 75

Alexandre 20

Fabio Thoméaz 40

2.2.2 — Desvio Médio

Como a palavra desvio esta associada a diferenga, temos que, no contexto da nossa matéria, o desvio deve ser
empregado com a diferenca do elemento analisado em relagdo a média, ou seja, o quanto o elemento se afasta da
média da sequéncia. Dai é importante perceber que essa diferenca deve ser necessariamente trabalhada em maodulo,
pois ndo tem sentido a distancia negativa1. E o desvio médio, entdo, passa a ser encontrado a partir da média
aritmética de todos os desvios.

I, — Xl + |xp — %I+ x5 — X+ +Ixy— x| IN|x — %]

Desvio Médio =
esvio io N N

Exemplo: Com os dados do exercicio anterior, temos:

_ 30+15+55+52+60+53+75+20+40
X= 9 =444

Desvio Médio
130 — 444] + |15 — 44,4] + |55 — 44,4] + |52 — 44,4| + |60 — 44,4| + |53 — 44,4] + |75 — 44,4] + |20 — 44,4] + |40 — 44,4]

9

=16,17

2.2.2 —Variancia

A variancia € uma medida de dispersao muito parecida com o desvio médio, a unica diferenga em relagao a este é
que, na variancia, ao invés de trabalharmos em médulo as diferengas entre cada elemento e a média, tomamos os
quadrados das diferengas. Isso se da pelo fato de que, elevando cada diferenga ao quadrado, continuamos
trabalhando com numeros ndo negativos, como também pelo fato de que, em procedimentos estatisticos mais
avangados, tal método facilita futuras manipulagbes algébricas.

(= D2+ (o= 02+ (3= D2+ + G — 2 XL, — D)
N B N

Variancia ¢? =

Exemplo: Com os dados do exercicio anterior, temos:
Variancia
(30— 44,4)? + (15— 44,4)* + (55 — 44,4)* + (52 — 44,4)* + (60 — 44,4)> + (53 — 44,4)> + (75 — 44,4)* + (20 — 44,4)* + (40 — 44,4)*
- 9

= 345,57

2.2.3 — Desvio-padrao

1 E também porque é facil ver que a soma dos desvios, é identicamente nula e que portanto ndo serve como medida de dispersao:
Z?’zl(xj — 3?) = Z?’zl(xj) - Z?’zl(f) =NX —NXx =0 . Porisso temos duas opgdes: a) considerar os desvios em valor absolutos ou
b) considerar os quadrados dos desvios.

7
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Para entendermos o procedimento para o calculo do desvio-padrao, € interessante percebermos que, no calculo da
variancia, tal como vimos no tépico anterior, cometemos um “erro técnico” que sera corrigido pelo desvio-padrao, ou
seja, no momento em que elevamos ao quadrado as dispersdes (diferencas) de cada elemento em relagdo a média,
automaticamente alteramos a unidade de trabalho. Por exemplo: se estivermos trabalhando com a coleta das alturas,
em metro, das pessoas de uma determinada comunidade, a unidade da varidncia encontrada sera o m? (metro
quadrado), que representa areas. E é ai que entra o desvio-padrao, ou seja, extraindo a raiz quadrada da variancia.

Desvio — padrao ¢ = VVariancia

Entao, se no exemplo do item anterior a variancia encontrada foi 345,57, temos que o desvio-padrao foi de /345,57 =
18,58

Observagdo: O uso do Desvio Médio pode causar dificuldades quando comparamos conjuntos de dados com numeros
diferentes de observacoes:

Exemplo: Em A = {3,4,5,6,7} temos o Desvio Médio (DM) como 6/5 = 1,2 e 6> = 10/5 = 2
Em D = {3,5,5,7} temos o Desvio Médio (DM) = 1,0 e 6° = 2

Assim, podemos dizer que, segundo o Desvio Médio, o grupo D é mais homogéneo (tem menor dispersao) do que A,
enquanto que ambos tém a mesma homogeneidade segundo a varidncia. O desvio médio possui pequena utilizagao

em estatistica e em geral vale 0,8 vezes o desvio padrao )

O calculo do desvio padréo exige o calculo prévio da variancia e uma férmula alternativa para S ¢é dada por:

N =)2 N 2
2 _ Zi:l(xi - X) _ i=1(xi) _ ()_()2
N N
Relacionados a inferéncia estatistica, alguns autores usam (n - 1) como divisor para a variancia:

2 _ Sty ®)?
N-1

c , € isto sera visto adiante (tendenciosidade)

Obs.: Muitas calculadoras cientificas possuem duas medidas para desvio padrao. Uma associada a diviséo por n
(simbolizada geralmente por ¢ ou ¢ ) e outra associada a divisdo por n - 1 (chamada também de nao-polarizada,
n

simbolizada geralmente por S ou o l). Verifique a simbologia usada pela sua calculadora, caso vocé possua umal!
n

Para dados agrupados em classes, a variancia é dada por:

N o 22 n o
GZ = Zl:l(xl x) - T = E(xl- - E)Z. fl.
i=1

N

2.2.4 — Momentos de uma distribuicdo de fregiiéncias

Definimos o momento de ordem t de um conjunto de dados como:

N
v Bl
t N
Definimos o0 momento de ordem t centrado em relacdo a uma constante a como
N
v Bl - a)
t N
Especial interesse tem o caso do momento centrado em relagéo a x, dado por:
N —_
G-
t N

Conforme ja vimos nos casos da média e da variancia, as expressdes precedentes podem ser reescritas levando-se
em consideracgao as frequéncias dos diferentes valores existentes. Temos entédo respectivamente,

M _ %\Ll(xi)t'fi
e N
TN G- @)t
M; = N
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E facil ver que My = ¥ ; m; = 0; m, = ¢°.

2.2.5 — Coeficiente de variacao (CV)

O coeficiente de variagdo exprime a variabilidade em termos relativos. E uma medida adimensional e sua grande
utilidade é permitir a comparacgéo das variabilidades em diferentes conjuntos de dados.

(e}
V=~

Exemplo: Testes de resisténcia a tragéo, aplicados a dois tipos diferentes de ago:

x ) o CVi=2/27,45=7,29%
(kg/mm?) (kg/mm?) CVy = 17,25/145 = 11,73%
Tipo | 27,45 2,0 Assim, apesar do Tipo | ser menos resistente, é ele
Tipo Il 147,00 17,25 mais estavel, mais consistente.

O uso do coeficiente de variagdo pode ser pensado considerando a questdo: Um desvio padrao de 10 se a média é
10.000 é bem diferente se a média é 100!

Nas questdes matematicas ndo se compreende
a incerteza nem a duvida, assim

como tampouco se podem estabelecer distin¢gdes
entre verdades médias e verdades

de grau superior.

(Hilbert)




