Variaveis Aleatorias
1. VARIAVEL ALEATORIA

Suponhamos um espaco amostral S e que cada ponto amostral seja atribuido um nimero. Fica, entdo, definida uma
funcdo chamada variavel aleatéria X!, com valores x2.

Assim, se o espago amostral relativo ao “langamento simultdneo de duas moedas” é S = {(Ca, Ca), (Ca, Co), (Co,
Ca), (Co, Co)} e se X representa “o nimero de caras que aparecem, a cada ponto amostral podemos associar um nimero
para X, de acordo com a Tabela 1.

TABELA 1 Uma varidvel aleatdria é qualquer fungio que associa a cada elemento do espago amostral S um valor
numérico.

Ponto X ey F

Amostral P £ \"‘. As variaveis aleatérias (v.a.) podem ser classificadas em: discretas

(Ca, Ca) 2 f ! [ \ (se assumir Valores' num conjunto enumeravel com certa

(Ca, Co) 1 || i _)_’_“: |I probabilidade) e continua (se seu conjunto de for de quaisquer
* | | | intervalos de valores de nimeros reais, o que seria um conjunto

(Co, Ca) 1 IL-. N ____j_'__._--—--l’:" ~- j'll ndo enumeravel).

(Co, Co) 0 \_ ./

2. DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

Consideremos a distribuicdo de freqiiénciasrelativa ao nimero de acidentes diarios em um estacionamento:

TABELA 2 Em um dia, a probabilidade de:
Nimero de Anci e Nio ocorrer acidente é: =2=073
Acidentes Frequéncias P=5=Y
0 22 e Ocorrer um acidente é: p= A 0,17
1 5 30
2 2 e Ocorrerem dois acidentes é: p= % = 0,07
3 1
> =30 e Ocorrerem trés acidentes é: p= % =0,03

Podemos, entio, escrever:

TABELA 3
Nimero de | pp AR IDADE
Acidentes

0 0,73

1 0,17

2 0,07

3 0,03

T = 1,00

Esta tabela é denominada distribui¢io de probabilidade.

Seja X uma variavel aleatéria que pode assumir os valores x1, Xz, X3, ..., Xn. A cada valor x; correspondem pontos do
espaco amostral. Associamos, entdo, a cada valorx; a probabilidadep; de ocorréncia de tais pontos no espaco amostral.

Assim, temos:
xpi=1

Os valores x1,X2, X3, ..., Xa € Seus correspondentes p1, P2, P3, -, Pn definem uma distribui¢do de probabilidade.

Notagdo: PX=x) =px) =p,i=1,2,..

Ou ainda,

Yindicada por uma letra maitscula.
2 indicados por letras minGsculas
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X |X1 X2 X3

Px=x) |P1 P P

Assim, voltando a Tabela 1, temos:

TABELA 4
PONTO
AMOSTRAL X PX)
(Ca, Ca) 2 Vex¥%=1/4
(Ca, Co) 1 Yhx¥=1/4 |
(Co, Ca) 1 Lx¥%=1/4 ] %+h=2/4
(Co, Co) 0 Yex¥=1/4
¥ =1,00

Logo, podemos escrever:

TABELA 5
Numero de
CARAS (X) P
2 1/4
1 2/4
0 1/4
¥ =1,00

Ao definir a distribuicdo de probabilidade, estabelecemos uma correspondéncia univoca entre os valores da
variavel aleatdria X e os valores da variavel P. Esta correspondéncia define uma fung¢do; os valores x; (i =1, 2, 3, .., n)
formam o dominio da fungéo e os valores p; (i =1, 2, 3, .., n), o seu conjunto imagem.

Essa fungao, assim definida, é denominada fun¢do probabilidade e representada por:

e

A fungdo P(X = x;) determina a distribui¢do de probabilidade da variavel aleatéria X.

Assim, ao langarmos um dado, a variavel aleatéria X, definida por “pontos de um dado”, pode tomar os valores
1,2,3,..,6.

Como a cada um destes valores estd associada uma e uma s6 probabilidade de realizacdo e £ P(x;) = 1, fica
definida uma fungao de probabilidade, da qual resulta a seguinte distribuigido de probabilidade:

TABELA 5

X PX) Para que uma fun¢do P(X = xi ) = p(xi ) seja uma distribui¢do de probabilidade, é necessario
1 1/6 que:
2 1/6 1L.PX=x)20ePX=xi)<1
3 1/6
4 1/6 2.3P(X=xi)=1
5 1/6 3.PX=x) =p(x)
6 1/6
x=1

3. ESPERANCA MATEMATICA DE UMA VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Um valor esperado é simplesmente uma média dos possiveis resultados pesados de acordo com a sua probabilidade de
ocorréncia, isto é:

EX) =xPX=x1) + x.PX =%2) + ... + x:P(X =X0n)
=Xim xPX = x)
EXEMPLO:
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Um comerciante espera vender um automovel até sexta-feira. A expectativa de que venda na segunda-feira é de 50%.
Na ter¢a-feira é de 30%, na quarta-feira é de 10%, na quinta-feira e na sexta-feira de 5%. Seu lucro é de R$ 3.000 se
vender na segunda-feira e diminui 40% a cada dia. Calcule o valor esperado de lucro deste negociante nesta venda

Solucdo:

L | 3.000 1.800 1080 648 388,80

P(L= i) ‘0,50 0,30 0,10 0,05 0,05

E(L) = 3.000 x 0,50 + 1.800 x 0,30 + 1.080 x 0,10 + 648 x 0,05 + 388,88 x 0,05 =
2.199,84

Propriedades do Valor Esperado

Se a e b sdo constantes e X uma varidvel aleatoria, entio:
1.E(a)=a

2. E(bX) =bE(X)

3.EXza)=EX)*a

4.E(axbX) =a+bEX)

EXERCICIO:

Um lojista mantém extensos registros das vendas diarias de certo aparelho. O quadro a seguir da o ndimero x; de
aparelhos vendidos em uma semana e a respectiva probabilidade:

Numero xi ‘ 0 1 2 3 4 5

Probabilidade ‘ 0.1 0.1 0z 03 0.2 0,1

Se é de R$ 20,00 o lucro por unidade vendida, qual o lucro esperado nas vendas de uma semana?
4. VARIANCIA E DESVIO PADRAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

A varidnciada variavel aleatoéria X é definida por:

o2 =Var (X) = E[(X- )?] = E(X?) - w2

O desvio padrdo (o) é araiz quadrada da variancia:

Dp(X) =6 =Vo?2.

Propriedades

1.Var (X) >0 1.Dp(X) >0

2.Var (Xt a) =Var (X) 2.Dp(X+a) =Dp(X)

3. Var (bX) = b2Var (X) 3. Dp(bX) = |b|Dp(X)
4.Var (a £ bX) = b2Var (X) 4. Do(a £ bX) = |bIDn(X)

Tabela . Expressdes para calculo da média, variancia e desvio-padrido de uma variavel aleatéria.

Média u=2x P(x)
Variancia o2=Y[(x-n)2P(x)]
Variancia o2=[2x?P(x)] - p?

Desvio-Padrio o=([2Zx2P(x)] - u2)1/2

EXEMPLO: (extraido de Triola, 1998, pag 96)

Na tabela abaixo sdo fornecidas as probabilidades de ocorréncias de um determinado evento. Entretanto, o objetivo da
mesma é enfatizar o calculo da média, da variancia e do desvio-padrdo. Juntamente com a tabela serd mostrado o
histograma de probabilidades.
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Tabela. Calculo da média, variancia e desvio-padrdo para uma distribui¢do de probabilidades.

X P(x) xP(x) X2 x2 P(x)
0 0,210 0,000 0 0,000
1 0,367 0,367 1 0,367
2 0,275 0,550 4 1,100
3 0,115 0,345 9 1,035
4 0,029 0,116 16 0,464
5 0,004 0,020 25 0,100
6 0 0,000 36 0,000
7 0 0,000 49 0,000
Total 1,000 1,398 - 3,066

04

035

Frobabilidades
(o]

o ¥ o

[\% ] [4)] (43

=]
-
L5

(=)
-

0.05

u=>xx P(x)=1,398=14
o2=[2x2P(x)] - 2 =3,066-1,3982=1,111596 = 1,1
0=(1,111596)1/2=1,054323 = 1,1
Distribuicdo de Probabilidades

0 1 2 3 4 5 6 7
Ocorréncias do Fendmeno em Estudo
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3. VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA

Varidvel aleatdria continua é aquela que pode assumir inimeros valores num intervalo de nimeros reais e é medida
numa escala continua. Por exemplo, uma variavel aleatéria continua deve ser definida entre os nimeros reais 0 e 1, ou
numeros reais ndo negativos ou, para algumas distribuicdes, qualquer niimero real. A temperatura, a pressio, a
precipitacdo ou qualquer elemento medido numa escala continua é uma variavel aleatéria continua.

Existem duas func¢des associadas a cada variavel continua X: a fungido densidade de probabilidade, simbolizada por f(X),
e a fungdo cumulativa de probabilidade, ou fungido de distribui¢do de probabilidade representada por F(X). A funcao f(X)
é aquela cuja integral de X = a até X = b (b > a) da a probabilidade de que X assuma valores compreendidos no
intervalo (a, b), ou seja,

b
Pla<X <b)=[f(X)ax )
A funcdo cumulativa de probabilidade F(b) é tal que:
b
F(b)=Prob(X < b)= [f(X)adx @)

Qualquer funcdo definida no campo real sé pode ser considerada como uma fun¢do densidade de probabilidade se
forem satisfeitas as seguintes condicdes:

F(X)=0 (3)
para todo X e
F(X)=TXdX=1 4)
A probabilidade de que a variavel X ass:;na valores no intervalo (a, b) é dada por:
Pl@<X<b)= Tf(x) dX =F(b)-F(a) (5)

a

e a probabilidade de que a variavel continua X assuma um valor em particular, b, por exemplo, é:

Pla< X <b)= [ F(X)dxX = F(b)- F(b) =0 ©
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