PROBABILIDADE

1. INTRODUCAO

Embora o célculo das probabilidades perten¢a ao campo da Matematica, sua inclusdo aqui se justifica pelo fato
da maioria dos fendmenos de que trata a Estatistica ser de natureza aleatéria ou probabilistica. Consequentemente, o
conhecimento dos aspectos fundamentais do calculo de probabilidades é uma necessidade essencial para o estudo da
Estatistica Inferencial.

Procuramos resumir aqui os conhecimentos que julgamos necessarios para termos um ponto de apoio em
nossos primeiros passos no caminho da Estatistica Inferencial. Esses passos serdo apresentados no capitulo seguinte,
que trata da conceituacio de varidvel aleatéria e das principais distribuicdes de probabilidades de varidveis discretas e
continuas.

2. EXPERIMENTO ALEATORIO

Todo o processo de realizar observacoes e obter dados é denominado experimento .

Experimentos Deterministicos:- sdo aqueles cujos resultados podem ser determinados antes de sua realizacdo. Por
exemplo: quanto tempo levara um carro para percorrer um trajeto de 200 km numa velocidade média de 100 km/h?
Nao é necessario executar o experimento para determinar a resposta: 2 horas.

Experimentos Estocésticos ou Aleatdrios?:- Em quase todas as observagdes, em maior ou menor grau,
vislumbramos o acaso. Assim, da afirmagdo “é provavel que o meu time ganhe a partida de hoje” pode resultar:

a. que, apesar do favoritismo, ele perca;

b. que, como pensamos, ele ganhe;

c. que empate.

Como vimos, o resultado final depende do acaso. Fendmenos como esses sdo chamados fendmenos aleatdrios e
os experimentos associados a eles de experimentos aleatérios.

Experimentos aleatérios sdao aqueles que, mesmo repetidos varias vezes sob condigdes semelhantes, apresentam
resultados imprevisiveis.

3. ESPACO AMOSTRAL

A cada experimento aleatério correspondem, em geral, varios resultados possiveis. Assim, ao langarmos uma
moeda, ha dois resultados possiveis: ocorrer cara ou ocorrer coroa. J4 ao lancarmos um dado ha seis resultados
possiveis: 1, 2,3,4,5, 6.

Ao conjunto formado por todos os possiveis e diferentes resultados de um experimento aleatorio da-se o nome de
espago amostral ou conjunto universo, representado? por S.

Os dois experimentos citados anteriormente tém os seguintes espacos amostrais:
- langamento de uma moeda: S = {Ca, CO};
- langamento de um dado: S={1, 2, 3,4, 5, 6}
Outros dois exemplos sdo:
- dois lancamentos sucessivos de uma moeda: S = {(Ca,Ca), (Ca,Co), (Co,Ca), (Co,Co)}

- langamento simultaneo de dois dados: S = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), ..., (6,6)}

Cada um dos elementos de S que correspondem a um resultado recebe o nome ponto amostral. Assim:
2 € S = 2 é um ponto amostral de S;

{Ca, Co} € S = {Ca, Co} é um ponto amostral de S.

1 Do latim alea = sorte
2 Alguns autores usam a letra Q
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determinar o espago amostral relativo aos experimentos abaixo:

a. Trés langcamentos consecutivos de uma moeda comum.

Solucéo
Sendo ca = cara e co = coroa, temos:
_~ca — (ra, ca, ca)
ca
~co — (ca, ca, o) Resposta:
<a S ou Q = {(ca, ca, ca), (ca, ca, co),
ca — {ca, co, ca) (ca, co, ca), (ca, co, co), (co, ca, ca),
LLH(// (co, ca, co), (co, co, ca), (co, co, co)}
"o — (ca, oo, c0)
//_,ffﬂ — (0, Ca, ca)
ca<l_
R‘“ﬂ-—.{'ﬁ —= (o, ©a, c0)
o

_~ta — (oo, Co, ca)

« &

b. Duas retiradas consecutivas e sem reposicio de bolas de uma urna que contém 3 bolas brancas, 2 bolas azuis e 4
bolas vermelhas.

oo —s (oo, o0, 00)

Solucéo

- b— (b b)

-

P b —a—+(ba) Resposta:

/ Hu—-(t:-,v} Q= {(, b, (b, a), (b, v), (a, b), (a, a),
Hf'b—'web.l (a, v), (v, b), (v, a), (v, v)}

-
Urna e a—s=a, al
.

™~ v— (g, V)
\~ s b — (v b)

pRT a—s= v a)
c‘\“-\.\_\_ 23

e
T vV — (1'; .,'_.}

4. EVENTOS

|Chamamos de evento qualquer subconjunto do espaco amostral S de um experimento aleatério.

Assim, qualquer que seja E, se E S (E esta contido em S), entdo E é um evento de S.

Se E =S, E é chamado de evento certo
Se E c S e E é um conjunto unitério, E é chamado evento elementar.
Se E = &, E é chamado evento impossivel.

No langamento de um dado, onde S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, temos:
A={2,4,6}cS;logo, Aéumevento de S
B={1,2,3,4,5 6}cS;logo, BéumeventocertodeS (B=S)
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C = {4} cS; logo, C é um evento elementar? de S
D = & c S; logo, D é um evento impossivel de S.
Um evento é sempre definido por uma sentenca. Assim, os eventos acima podem ser definidos pelas sentencas:
“Obter um nimero par na face superior”.
“Obter um nimero menor ou igual a 6 na face superior”.
“Obter o niumero 4 na face superior”.
“Obter um nimero maior que 6 na face superior”.
4.1 - OPERACOES COM EVENTOS

O complemento de um evento A é o subconjunto A formado pelos elementos do espaco amostral ndo incluidos no
evento A. Por exemplo, o complemento do evento A = {CaCo, CoCa} é o evento A = {CaCa, CoCo}.

Dois ou mais eventos de um mesmo espago amostral podem ser agrupados em operagdes de unido e interse¢ao, assim
definidas:

e A operagdo unido dos eventos A e B gera um novo evento formado pelos elementos comuns e ndo comuns dos
dois conjuntos, A e B.
e A operacdo intersecdo dos eventos A e B gera um novo evento formados apenas pelos elementos comuns aos
dois conjuntos, A e B.
Vejamos algumas conseqiiéncias das operacdes com eventos:
e A unidode um evento A e seu complemento A é o préprio espaco amostral S; isto é, AU A =S.
e A interseciode um evento A e seu complemento A é o conjunto vazio, isto é, AN A = @,

4.1 -EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUDENTES E COLETIVAMENTE EXAUSTIVOS

Os resultados possiveis do langamento de uma moeda sdo apenas dois, os eventos elementares Ca e Co. Pela prdpria
caracteristica do experimento, se o resultado de um langcamento for cara este resultado ndo podera ser também e ao
mesmo tempo coroa, pois sdo eventos mutuamente excludentes. A unido de eventos elementares forma o espaco
amostral, pois sdo eventos coletivamente exaustivos. Portanto, verifica-se que os eventos A e B pertencentes ao mesmo
espaco amostral S:

e Sdo mutuamente excludentes se sua intersecdo for vazia: A N B = &, pois os dois eventos nido tém nenhum
elemento em comum. Ex: Os eventos Ca e Co resultantes do lancamento de uma moeda.

e Sdo coletivamente exaustivos se a unido dos eventos formarem o espago amostral: A U B =§, onde cada evento
pode ter elementos repetidos no outro evento. Ex: O espaco amostral da nota final de Tépicos de Matematica
Aplicada esta formado por quatro eventos elementares: conceito A, conceito B, conceito C e conceito D. Os
quatro conceitos sdo eventos mutuamente excludentes e juntamente sdo eventos coletivamente exaustivos,
pois quando agrupados formam o espago amostral de todos os conceitos.

EXERCICIOS

1. Considerando o experimento: langar uma moeda comum e anotar o resultado, langando em seguida um dado comum
e anotando o resultado como um par (moeda, dado), descrever:
a. o espago amostral S;
b. o evento E; = sair cara na moeda;
c. o evento E; = sair par no dado;
d. o evento E; = sair cara na moeda e par no dado;
e. o evento E4 = sair cara na moeda ou par no dado.

2. Fazendo duas retiradas consecutivas (com reposicao) de bolas de uma urna que contém duas bolas brancas, trés
bolas verdes e quatro bolas amarelas, qual sera o espaco amostral?

3. Retirando, de uma sé vez, duas bolas de uma urna que contém duas bolas brancas, trés bolas verdes e quatro bolas
amarelas, qual sera o espaco amostral?

4. Considerando o experimento: fazer dois lancamentos consecutivos de um dado comum e honesto e anotar a face que
ficara voltada para cima em cada lancamento, determinar:

a. o espago amostral S;

3 0 evento elementar ndo pode ser particionado nem dividido.
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b. 0 evento A = a soma dos resultados é 5;
c. o evento B = os resultados sdo iguais;
d. o evento C = o produto dos resultados é impar.

5. Considerando o experimento: fazer um lancamento de dois dados comuns, honestos e indistinguiveis e anotar as
faces que ficarao voltadas para cima, determinar:

a. o espago amostral S;

b. 0 evento A = a soma dos resultados é 5;

c. 0 evento B = os resultados sdo iguais;

d. o evento C = o produto dos resultados é impar.

5. PROBABILIDADE

Dado um experimento aleatorio, sendo S o seu espago amostral, vamos admitir que todos os elementos de S
tenham a mesma chance de acontecer, ou seja, que S é um conjunto equiprovavel.

Chamamos de probabilidade de um evento A (A c S) o nimero real P(A), tal que:

n(4)
P(A) = .
Onde:
n(A) é o nimero de elementos de A;
n(B) é o numero de elementos de S.
EXEMPLOS

a. Considerando o lancamento de uma moeda e o evento A “obter cara”, temos:
S={CaCo}=n(S) =2
A={Ca}=nA)=1

Logo: P(A) = %

O resultado acima nos permite afirmar que, ao lancarmos uma moeda equilibrada, temos 50% de chance de que
apareca cara na face superior.
b. Considerando o lancamento de um dado, vamos calcular:
- a probabilidade do evento A “obter um niimero par na face superior”.
Temos:
$={1,2,3,4,56}=n(S) =6
A={2,4,6)=n(A) =3 Logo: P(A) = 2=~
- a probabilidade do evento B “obter um ndmero menor ou igual a 6 na face superior”.
Temos:
$={1,2,3,4,56}=n(S) =6
B=1{1,2,3,4,56}=>n(B)=6 Logo: P(4)=2=1
- a probabilidade do evento C “obter o ntimero 4 na face superior”.

Temos:

S=1{1,2,3,4,56}=n(S) =6

C={4}=>nC) =1 Logo: P(4) = =

- a probabilidade do evento D “obter um niimero maior que 6 na face superior”.
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Temos:

$=1{1,2,3,4,56}=n(S) =6
B=@=n(D)=0 Logo: P(A)=2=0
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, construimos todos os nimeros que podem ser representados usando dois
deles (sem repetir). Escolhendo ao acaso (aleatoriamente) um dos nimeros formados, qual a probabilidade de o
numero sorteado ser:

a. par

Temos 7 possibilidades de escolha do primeiro algarismo dos numeros e seis
escolhas do segundo algarismo (os nuUmeros ndo podem ter algarismos repetidos).
Assim, temos 7 . 6 = 42 caso possiveis.

Para o nuUmero ser par deverd terminar (unidade) em 2, 4 ou 6. Devemos ter 3
possibilidades (2, 4, 6) associadas a 6 possibilidades (ndo podem ter algarismos

repetidos). Assim, temos 3 . 6 = 18 casos favoraveis. Logo a probabilidade sera:
18 3
P(par)= —=-
(par) = = =2

b. multiplo de 57
Casos possiveis = 42

Casos favordveis =1 . 6 = 6

6 1
P(miltiplo de 5) = n=7

Pelos exemplos que acabamos de ver, podemos concluir que, sendo n(S) = n:

a. a probabilidade do evento certo é igual a 1:

P(5) =1
b. a probabilidade do evento impossivel € igual a zero:
Bty — 0

c. a probabilidade de um evento E qualquer (E c S) é um nimero real P(E), tal que:
0O=PlEj=1

d. a probabilidade de um evento elementar E qualquer é, lembrando que n(E) = 1:

P(E) =2

n

6. EVENTOS COMPLEMENTARES

Sabemos que um evento pode ocorrer ou ndo. Sendo p a probabilidade de que ele ocorra (sucesso) e q a
probabilidade de que ele ndo ocorra (insucesso), para um mesmo evento existe sempre a relacdo:

lpta=1=q=1-p

: . . . 1 . ~ .
Assim, se a probabilidade de se realizar um evento é p = >a probabilidade de que ele ndo ocorra é:

_ —1.-1_4
q—1—p:>q—1-5—5

Sabemos que a probabilidade de tirar o 4 no langamento de um dado é p = %. Logo, a probabilidade de n3o tirar

0 4 no lancamento de um dado é:

1 5
q=1-3=3
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Um baralho tem 12 cartas, das quais 4 sdo ases. Retiram-se 3 cartas ao acaso. Qual a probabilidade de haver pelo
menos um as entre as cartas retiradas?

Solucéo
¥v2345678910JQKA
Num baralho padréo 02345678910JQKA

12 cartas, das quais 4 sé&o ases.

Espaco amostral = U temos 52 cartas,

pac como mostrado: *2345678910JQKA
n(U) =12 . 11 . 10 = 1.320 42345678910JQKA
Evento A = sair pelo menos um &s Evento A.,n, = ndo sair és.
N(Ren) =8 . 7 . 6=233 = PA=-2=2 o pA)=1- ===

nio  ndo nio 1.320 55 55 55

As  As As

7. EVENTOS INDEPENDENTES

Dizemos que dois eventos sdo independentes quando a realizacdo ou a ndo-realizacdo de um dos eventos nio afeta a
probabilidade da realizagao do outro e vice-versa.

Por exemplo, quando langamos dois dados, o resultado obtido em um deles independe do resultado obtido no
outro.

Se dois eventos sao independentes, a probabilidade de que eles se realizem simultaneamente é igual ao produto
das probabilidades de realizagido dos dois eventos.

Assim, sendo p1 a probabilidade de realizagao do primeiro evento e pz a probabilidade de realizagao do
segundo evento, a probabilidade de que tais eventos se realizem simultaneamente é dada por:

P=P1XPp2

EXEMPLO

Lanc¢ando dois dados honestos simultaneamente, qual a probabilidade de obtermos 1 no primeiro dado e 5 no segundo
dado?

Solucéo
Lancamos dois dados. A probabilidade de obtermos 1 no primeiro dado é: p1 = %
A probabilidade de obtermos 5 no segundo dado é: P2 = %. Logo, a probabilidade
de obtermos, simultaneamente, 1 no primeiro e 5 no segundo é:
1 1 1
P =% %

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Joga-se um dado honesto. O nimero que ocorreu (isto é, da face voltada para cima) é o coeficiente b da equacdo x2 +
bx+1=0.

Determine:
a. a probabilidade de essa equagdo ter raizes reais;
b. a probabilidade de essa equacgdo ter raizes reais, sabendo-se que ocorreu um niimero impar.

Solucéao
a. Para que esta equacgao x> + bx + 1, comb € {1, 2, 3, 4, 5, 6}, tenha raizes reais,
o discriminante (A) dessa equacdo deve ser ndo-negativo.
Como A = b? — 4, entdo os valores possiveis de b s&o 2, 3, 4, 5 e 6, ou seja, existem
5 possibilidades para b.
Portanto, a probabilidade de essa equacdo ter raizes reais é 5/6.
b. Sabendo gque ocorreu um numero impar (ou seja, 1, 3 ou 5), temos do item (a) que a
probabilidade pedida é 2/3.
2. Considere o experimento que consiste no lancamento de um dado perfeito (todas as seis faces tém probabilidades
iguais). Com relacdo a esse experimento, considere os seguintes eventos:
a) I e Il sdo eventos independentes?
b) Il e Ill sdo eventos independentes?
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c) Considerando o item a, calcule a probabilidade de um resultado par e maior do que 4.
d) Considerando o item b, calcule a probabilidade de um resultado maior do que 4 e multiplo de 3.
Solucéo
Q = espaco amostral = Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
I = {2, 4, 6} IT = {5, 6} IITI = {3, 6}
I N II = {6} IT N IITI = {6}

Temos as probabilidades: P(1)=§=§ P(11)=§=§ P(111)=§=§ P nII)=% P(II n111)=§
a. Como P(INII) = P(I). P(II), os eventos I e II sdo independentes entre si.

b. Como P(IINIII) # P(II) . P(III), os eventos II e III n&o sdo independentes entre
si.

c. P(INII) = P(I). P(IT) = -x7=-=

d. P(IINIII) = P(II). P(III/II) = ;x5=<

3. Um juiz de futebol possui trés cartdes no bolso. Um é todo amarelo, outro é todo vermelho e o terceiro é vermelho
de um lado e amarelo do outro. Num determinado lance, o juiz retira, ao acaso, um cartao do bolso e mostra a um
jogador. A probabilidade de a face que o juiz vé ser vermelha e de a outra face, mostrada ao jogador, ser amarela é:

a.1/2 b.2/5 c.1/5 d.2/3 e.1/6

Solucéo
Sejam: A = evento cartdo com as duas cores e
B = evento face vermelha para o juiz, tendo ocorrido o cartdo de 2 cores.

P(ANB) = P(A). P(B/A)
P(A)=§ e P(B/A)=% (Probabilidade condicional - ocorre B, se ocorrer A)
P(AMB) = ;x:= - Alternativa E

8. EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS

Dizemos que dois ou mais eventos sdo mutuamente exclusivos quando a realizacdo de um exclui a realizacdo do(s)
outro(s).

Assim, no lancamento de uma moeda, o evento “tirar cara” e o evento “tirar coroa” sio mutuamente exclusivos,
ja que, ao se realizar um deles, o outro nio se realiza.

Se dois eventos sao mutuamente exclusivos, a probabilidade de que um ou outro se realize é igual a soma das
probabilidades de que cada um deles se realize:

pP=p1+p2

EXEMPLO

Lan¢amos um dado. Qual a probabilidade de se tirar o 3 ou o 57

Solucéo
Como os dois eventos sdo mutuamente exclusivos, temos:
1 1 2 1
P=s 76 s 3
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Os bilhetes de uma rifa sdo numerados de 1 a 100. A probabilidade de o bilhete sorteado ser maior que 40 ou
numero par é:

a.60% b. 70% c. 80% d. 90% e.50%
Solucéo
n(U) = 100
A = maior que 40 = n(A) = 60 e B = ser par = n(B) = 50
PA) = -=12 e P()= 2=1
n(A NB) = 30 ...... existem 60 niimeros maiores que 40 e a metade deles, 30, sdo pares = P(AN B) = % = %
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P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB) =2+~ — = = = = 80% Resp: Alternativa C
2. Num unico lance de um par de dados honestos, a probabilidade de sairem as somas “multiplo de 4” ou “primo” é:
a.1/3 b. % c.1/5 d.2/3 e.2/5
Solucéo
@ = soma ser multiplo de 4 = soma ser primo
1023|4565 P(A)=39—6 e P(B)=§ P(ANB) = 0
L[ ][s]ICOl[s]] 6 P(AUB) = P(A) + P(B) = P(AUB) = = + o> = -
2113 5 6 7
@ ALTERNATIVA D
3 |51 6 [[7]](®)] 9
4 6 9 |10
516 [[7]G)] 9 |10
6 [ 7]1(e[ 9 |10 |[11]| €2
3. Ao lancar um dado muitas vezes, uma pessoa percebeu que a face 6 saia com o dobro de freqiiéncia da face 1, e que
as outras faces safam com a freqiiéncia esperada em um dado nao viciado.
Qual a freqiiéncia da face 1?
Solucéo
P(l) = x P(6) = 2x P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = %
P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =1 = x +z+<+=+=+2x=1
3k = 2= x = = P(l) = =
9 9

EXERCICIOS RESOLVIDOS (REVISAQ)

1. Qual a probabilidade de sair o ds de ouros quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

Solugio:
Num baralho comum h& 52 cartas, sendo 13 de cada naipe.
As cartas sdo: A (as), 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (valete), Q (dama) e K(rei).

Os naipes séo:
Os naipes séo:

13 copas: ¥ 2 3 456 78 9 10 J QKA

13 ouros: ¢ 2 3456 78 9 10 J QKA

13 naipe de paus: # 2 3 4 56 7 8 9 10 J QKA
13 espadas: # 2 3456 78 910 J QKA

Como sé6 had um &s de ouros, o numero de elementos do evento é 1; logo: P = —

2. Qual a probabilidade de sair um ref quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?
Solucdo:

Como hé& 4 reis, o numero de elementos do evento é 4; logo:

52 13

3. Em um lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosos. Sendo retirada uma peca, calcule:

a. a probabilidade dessa pega ser defeituosa
b. a probabilidade dessa pe¢a nao ser defeituosa

Solugdo:

4 1
a.Temos: P = — = 3
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. 1 2
b. Sendo este evento e o anterior complementares, temos:P = 1- 3 -3

4. No lancamento de dois dados, calcule a probabilidade de se obter soma igual a 5
Solugdo:
O evento é formado pelos elementos (1, 4), (2, 3), (3, 2) e (4, 1). Como o
P

nimero de elementos de S é 36, temos:

5. De dois baralhos de 52 cartas retiram-se, simultaneamente, uma carta do primeiro baralho e uma carta do segundo.
Qual a probabilidade da carta do primeiro baralho ser um reie a do segundo ser o 5 de paus?

Solugio:
4 1 1
a. Temos: P = — == e P, = —
52 13 52
. . . . . N 1 1 1
Como esses dois acontecimentos sdo independentes e simulténeos, vem: P = 5% " o6

6. Uma urna A contém: 3 bolas brancas, 4 bolas pretas, 2 verdes; uma urna B contém: 5 bolas brancas, 2 pretas, 1 verde;
uma urna C contém: 2 bolas brancas, 3 pretas, 4 verdes. Uma bola é retirada de cada urna. Qual é a probabilidade das
trés bolas retiradas da primeira, segunda e terceira urnas serem, respectivamente, branca, preta e verde?

Solucdo:
2 1 4
Temos: P1=—=-,P2=§=Z,p3=;

Como os trés eventos s&o independentes e simultdneos, vem:

7. De um baralho de 52 cartas retiram-se, ao acaso, duas cartas sem reposi¢do. Qual a probabilidade da carta da
primeira carta ser o ds de paus e a segunda ser o rei de paus?

Solucdo:
1

A probabilidade de sair o &s de paus na primeira carta é: P, = =

Apds a retirada da primeira carta, restam 51 cartas no baralho, j& que a carta
retirada ndo foi reposta. Assim, a probabilidade da segunda ser o rei de paus é:

!
27 51

Como esses dois acontecimentos sédo independentes, temos: P = % X5 " 76

8. Qual a probabilidade de sair uma figura quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

Solugdo:
Temos: P, = LA Py = L P, = L
: v 52 137 ¢ 137 Y 13
~ . 1 1 1 3
Como os eventos sdo mutuamente exclusivos, vem: P = = + o + rRET

NOTA: Este problema pode ser resolvido, ainda, com o seguinte raciocinio: Como em um

12 3

baralho temos 12 figuras (4 damas, 4 valetes, 4 reis), vem: P = = - 13

9. Qual a probabilidade de sair uma carta de copas ou de ouros quando retiramos uma carta de um baralho de 52
cartas?

Solugdo:
13 1 13 1
Temos: P. = — =~ P, = — =~
52 4 52 4 L L ) L
Como os eventos sdo mutuamente exclusivos, vem: P = " + 21" 3

10. No langamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um nimero nao-inferior a 5?

Solugdo:
A probabilidade de se ter um numero ndo inferior a 5 é a probabilidade de se

, 1 1 2 1
obter 5 ou 6. Assim: P = -+ - + - = =
6 6 6 3
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11. Sdo dados dois baralhos de 52 cartas. Tiramos, a0 mesmo tempo, uma carta do primeiro baralho e uma carta do
segundo. Qual é a probabilidade de tirarmos uma dama e um rei, ndo necessariamente nessa ordem?

Solugio:
A probabilidade de tirarmos uma dama do primeiro baralho (4/52) e um rei do

4 4 1 1 1

segundo (4/52) é, de acordo com o problema 7: P, = = X o X G- Tes

A probabilidade de tirarmos um rei do primeiro baralho e uma dama do segundo é:

4 4 1
P, = —x — = —

52 52 169 L L )

Como esses dois eventos sdo mutuamente exclusivos, temos: P = Tes + o5 = Tes

12. Dois dados sdo langados conjuntamente. Determine a probabilidade da soma ser 10 ou maior que 10.

Solugdo:
A soma deverd ser, entdo, 10, 11 ou 12.

Para que a soma seja 10, a probabilidade é:
3N

(4, 6)
(5, 5) ¢ = n(10) = 3 = p; =
(6, 4)
Para que a soma seja 11, a probabilidade é:
(5, 6))
F = (1) =2 = py = =
(6, 5)/
Para que a soma seja 12, a probabilidade é: (6, 6) = n(l2) =1 = p, = T
N - , 3 2 1 6 1
Com esses trés eventos sdo mutuamente exclusivos, temos:P = — + — + — = — = -
36 36 36 36 6

13. Numa pequena cidade, realizou-se uma pesquisa com certo nimero de individuos do sexo masculino, na qual
procurou-se obter uma correlagio entre a estatura de pais e filhos. Classificaram-se as estaturas em 3 grupos: alta (A),
média (M) e baixa (B). Os dados obtidos na pesquisa foram sintetizados, em termos de probabilidades, na matriz:
Fino
A M B 0 elemento da primeira linha e segunda coluna da matriz, que é 1/4, significa que a
Als/8 144 18 probabilidade de um filho de pai alto ter estatura média é 1/4. Os demais elementos
pailm |28 378 14 interpretam-se similarmente. Admitindo-se que essas probabilidades continuem
validas por algumas geragdes, a probabilidade de um neto de um homem
B |18 3/8 1/2 com estatura média ter estatura alta é:

a.13/32 b.9/94 c.3/4 d.25/64 e.13/16
Solugio:
Pai Filho Neto
1 1 1
M B A= —x=-= =
g g 392 1 9 15 26 13
M M ADZx-=— = P=—+—+ ===== Alternativa A
g 553 ?g 32 64 64 64 32
M A A = =x-= =
8 8 64
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EXERCICIOS

1. Determine a probabilidade de cada evento:

a. Um nuimero par aparece no lancamento de um dado.

b. Uma figura aparece ao se extrair uma carta de um baralho de 52 cartas.

c. Uma carta de ouros aparece ao se extrair uma carta de um baralho de 52 cartas.
d. Uma s6 coroa aparece no lancamento de trés moedas.

2. Um numero inteiro é escolhido aleatoriamente dentre os nimeros 1, 2, 3, ..., 49, 50. Determine a probabilidade de:

a. o namero ser divisivel por 5. c. o numero ser divisivel por 6 ou por 8;
b. o ndmero terminar em 3; d. o ndmero ser divisivel por 4 e por 6.

3. Dois dados sao lancados simultaneamente. Determine a probabilidade de:

a.a soma ser menor que 4;

b.a soma ser 9;

c. o primeiro resultado ser maior que o segundo;
d. a soma ser menor ou igual a 5.

4. Uma moeda é langada duas vezes. Calcule a probabilidade de:

a.ndo ocorrer cara nenhuma vez;
b. obter-se cara na primeira ou na segunda jogada.

5. Um inteiro entre 3 e 11 sera escolhido ao acaso.

a. qual a probabilidade de que esse numero seja impar?
b. qual a probabilidade de este nimero seja impar e divisivel por 3?

6. Uma carta é retirada ao acaso de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de que a carta retirada seja uma
dama ou uma carta de copas?

7. No langcamento de dois dados, qual a probabilidade de se obter um par de pontos iguais?
8. Em um lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas. Sendo retiradas aleatoriamente 2 pecas, calcule:

a. a probabilidade de ambas serem defeituosas;
b. a probabilidade de ambas nao serem defeituosas;
c. a probabilidade de ao menos uma ser defeituosa.

9. No langamento de um dado, qual é a probabilidade de sair o nimero 6 ou um nimero impar?
10. Duas cartas sdo retiradas ao acaso de um baralho de 52 cartas. Calcule a probabilidade de se obterem:

a. dois valetes;
b. um valete e uma dama.

11. Um casal planeja ter trés filhos. Determine a probabilidade de nascerem:

a. trés homens;
b. dois homens e uma mulher.

12. Uma moeda é langada trés vezes. Calcule a probabilidade de obtermos:

a. trés caras;

b. duas caras e uma coroa;
c. uma cara somente;

d. nenhuma cara;

e. pelo menos uma cara;

f. no maximo uma cara.

13. Um dado é langado duas vezes. Calcule a probabilidade de:

a. sair um 6 no primeiro langamento;
b. sair um 6 no segundo langamento;
. ndo sair 6 em nenhum lancamento;
d. sair um 6 pelo menos.
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14. Uma urna contém 50 bolas idénticas. Sendo as bolas numeradas de 1 a 50, determine a probabilidade de, em uma
extracdo ao acaso:

a. obtermos a bola de niimero 27;

b. obtermos uma bola de ndmero par;

c. obtermos uma bola de nimero maior que 20;

d. obtermos uma bola de nlimero menor ou igual a 20.

15. Uma loja dispde de 12 geladeiras do mesmo tipo, das quais 4 apresentam defeitos.

a. Se um fregués vai comprar uma geladeira, qual a probabilidade de levar uma defeituosa?
b. Se um fregués vai comprar duas geladeiras, qual a probabilidade de levar duas defeituosas?
c¢. Se um fregués vai comprar duas geladeiras, qual a probabilidade de levar pelo menos uma defeituosa?

16. Um par de dados é atirado. Encontre a probabilidade de que a soma seja 10 ou maior que 10 se:

a.um 5 aparece no primeiro dado;
b. um 5 aparece pelo menos em um dos dados

17. Langa-se um par de dados. Aparecendo dois nimeros diferentes, encontre a probabilidade de que:

a. a soma seja 6;
b. o 1 aparega;
c. a soma seja 4 ou menor que 4.

18. Um lote é formado por 10 pegas boas, 4 com defeitos e 2 com defeitos graves. Uma peca é escolhida ao acaso. Calcule
a probabilidade de que:

a. ela ndo tenha defeitos graves;
b. ela ndo tenha defeitos;
c. ela seja boa ou tenha defeitos graves.

19. Considere o mesmo lote do problema anterior. Retiram-se 2 pecas ao acaso. Calcule a probabilidade de que:

a. ambas sejam perfeitas;

b. pelo menos uma seja perfeita;
c. nenhuma tenha defeitos graves;
d. nenhuma seja perfeita.

RESPOSTAS:

1.a.1/2 b.3/13 c.1/4 d.3/8
2.a.1/5 b.1/10 c.1/25 d.2/25
3.a.1/12 b.1/9 c5/12 d.5/18
4. a.1/4 b. % 5.a.3/7 b.1/7
6. 4/13 7.1/6

8. a.1/11 b.14/33 ¢.19/33 9.2/3
10. a.1/221  b.4/663

11. a.1/8 b.3/8

12. a.1/8 b.3/8 c.3/8 d.1/8 e.7/8 f.1/2
13.a.1/6 b. 1/6 c.25/36 d.11/36
14.a.1/50 b. 1/2 c.3/5 d.2/5
15.a.1/3 b.1/11 c.19/33

16.a.1/18 b.1/12

17.a.1/9 b.5/18 c.1/9

18.a.7/8 b.5/8 C. %

19.a.3/8 b.7/8 ¢.91/120 d.1/8
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9. PROBABILIDADE NO EXCEL

A probabilidade P(A) do evento A de um experimento aleatério pode ser obtida como a porcentagem de
ocorréncia do evento A depois de repetir o experimento um nimero muito grande de vezes. Por exemplo, repetindo um
numero muito grande de vezes o langcamento de uma moeda, a fregiiéncia relativa do evento cara podera ser obtida do
resultado de dividir o nimero de caras observadas pelo nimero de repeticées do experimento. Neste caso, a fregiiéncia
relativa do evento cara é a probabilidade do evento cara. A simulacdo do langamento de uma moeda foi realizada na
planilha Simulagdo incluida na pasta Probabilidade01xlsm. A planilha Simula¢do realiza 1.500 langamentos de uma
moeda,

i3] Probabilidadedl xdsm

A B c D E F G H | J K L 1] N 0 P Q R 5 T
1 | SIMULACAO
2
3 Langamentos Resuftados de 1.500 langamentos de uma moeda
4 de uma moeda Langamentos 50 100 150 | 200 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500 560 | 600 | 650 | 70O | 750 | 800
5 1 Resultado Cara 28 48 70 93 120 148 173 200 215 240 264 292 313 336 366 389
(i 1 Resultado Coroa| 22 51 80 102 | 130 | 152 | 177 | 200 | 235 | 260 | 286 | 308 | 337 | 362 | 384 | 411
7 1 Proporgdo de Caras| 560% |49,0%|46,7% | 49,0% | 48,0% | 49,3% | 49,4% [ 50,0% | 47 8% | 48,0%  48,0% [ 48,7% | 48,2% | 48,3% | 48,8% | 48,6%
8 0
9 1
10 1 58% -
11 1 xE
12 0 54% o
13 1 529
14 1
- § i \/\/_/\W
16 1 43%
17 1 45% -
18 1 445, |
19 0
20 0 42%
21 i} 40% T T T T T T T T T T T T T T |
22 ] o 100 200 300 400 500 600 70O G800 900 1.000 1100 1200 1.300 1.400 1.500
23 0 T
24 1 : =
T 0 Nova simulagdo
2R 1
FIGURA 01

Na simulacdo do langamento da moeda utilizamos a ferramenta de Geracdo de niimero aleatorio para gerar os digitos
aleatdrios 0 e 1 que representam, respectivamente, os eventos coroa e cara. Para facilitar a obtengio das simulagdes, o
procedimento de amostragem foi mecanizado com a constru¢do da macro Simulagdo no ambiente VBA do Excel 20074
A planilha Simulagdo foi construida orientada para calcular a fregiiéncia relativa do evento cara do langamento de uma
moeda.

Sub Simulacéao ()
Application.Run "ATPVBAEN.XLAM!Random", ActiveSheet.Range("S$C$5"), 1, 1500 _
, 7, , ActiveSheet.Range ("SES$10:$FS11")
Application.ScreenUpdating = False
Range ("C5:C1504") .Select
Selection.Copy
Range ("B5") .Select
Selection.PasteSpecial Paste:=xlValues, Operation:=xlNone, SkipBlanks:= _
False, Transpose:=False
Calculate
Range ("C5:C1504") .Select
Selection.ClearContents
Range ("B5") .Select

Application.ScreenUpdating = True

4 Cuidado no Excel 2003 e anteriores, use “ATPVBAEN.XLA!Random”
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End Sub

No intervalo B5:B1504 sao registrados os resultados de 1.500 langamentos de uma moeda. Esse intervalo é
preenchido de uma vez pela ferramenta de andlise Geracdo de niimeros aleatorios.

A quantidade de caras dos primeiros cinqlienta langamentos é registrada na célula E5 (através da funcio
=SOMA($B$5:B54) definida nesta célula E5). Da mesma forma, a quantidade de caras dos primeiros cem
langamentos é registrada na célula F5 (alterando o intervalo da fungdo SOMA pra $B$5:B104).; neste
resultado estdo incluidos os resultados dos primeiros cinqiienta langamentos. Procedemos da mesma forma
até completar a quantidade de caras de 1.500 langamentos na célula AH5.

No intervalo E6:AH6 sdo calculadas as quantidades de coroas pela formula =E4-E5.

No intervalo E7:AH7 sdo calculadas as proporcées de caras ou freqiiéncias relativas de caras utilizando a
formula =E5/E4.

Com as freqiiéncias relativas construimos o grafico da freqiiéncia relativa do evento cara em fung¢do do nimero
de lancamentos. Definimos duas séries de dados: Sériel - com os valores de X dados por:
='Simulacéo’!'$E$4:$AHS$4 e os valores de Y dados por: ='Simulagédo "$E$7:$3AH$7 e Série2 - com valores de X
dados por: ='Simulacéo "'$G$10:$G$11 e os valores de Y dados por: ='Simulagéo "$H$10:$H$11.

Pressionando o botdo Nova Simulagdo o modelo realiza um novo grupo de 1.500 langamentos e constréi o
grafico, como mostrado na Figura.

A probabilidade de obter carano langamento de uma moeda é 0,50. Entretanto, esse resultado ndo significa que depois
de langcar uma moeda cinqlienta vezes seguidas sempre ocorrerdo vinte e cinco caras e vinte e cinco coroas. Os graficos
abaixo mostram que a fregiiéncia relativa do evento cara é variavel.

B4% -
52% - \‘ /H4//—‘h“‘“HMEH____/~u-——fﬂ”_‘#‘*
% N\ t
48% A
45% -

44% -

2% 1

40% ' ' — ' ' ' ' ' ' — ' ' |
D 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1.000 1100 1200 1300 1400 1500

FIGURA 02

B0% -

58%

56%

54%

52%

50% — T -

43% | —

5%

249

2%

a0% _ — = —
O 100 200 300 400 500 600 70O 800 900 1.000 1100 1200 1300 1400 1500

FIGURA 03

O grafico das fregiiéncias relativas de caras da Figura 01 comeca com 56%, oscila um pouco abaixo de 50% e
termina perto de 50%.

O grafico das fregiiéncias relativas de caras da Figura 02 comega com 52%, oscila abaixo e acima de 50% e
termina perto de 52%.

O grafico das freqgiiéncias relativas de caras da Figura 03 comeca com 58%, oscila ligeiramente em torno de
50% e termina perto de 48%.

Se o experimento for repetido um nimero muito grande de vezes, bem maior que 1.500, a diferenca entre a

frequiéncia relativa do evento cara e a probabilidade tedrica 50% serd cada vez menor. Qual o significado de um niimero
muito grande de vezes? Quanto maior o nimero n de langamentos, mais préximo o resultado estara de 50%. Em termos
matematicos n tende a infinito, lei dos grandes niimeros, e a probabilidade do evento cara é obtida com a férmula:

14
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Quantidade de caras
Numero de lancamentos

P(cara) =

9. TECNICAS DE CONTAGEM

Listar e contar os eventos elementares do experimento aleatério lancamento de uma moeda trés vezes seguidas é um
procedimento simples, pois o espago amostral do experimento é pequeno. Entretanto, se o experimento fosse o
langamento de um dado trés vezes seguidas ou langamento de uma moeda oito vezes seguida, o procedimento listar e
contar os possiveis resultados seria trabalhoso. As técnicas de contagem® determinam, sem enumeracdo direta, o
numero de resultados possiveis de um espago amostral. Para facilitar o procedimento de calculo mostraremos as
técnicas de contagem combinadas com fun¢des matematicas e estatisticas do Excel incluidas na planilha Fung¢des para
Contagem incluida na pasta Probabilidade01.xlsm.

EXEMPLO 1

Determinar o ndmero de resultados possiveis do langamento de um dado trés vezes seguidas.

Solucéo
Para contar os resultados possiveis procedemos como segue:
e (Cada lancgamento de um dado tem 6 resultados possiveis.

e (Cada resultado dos 6 resultados do segundo lancamento poderd ser combinado com
os 6 resultados do primeiro langamento totalizando 36 resultados possiveis

e (Cada resultado dos 6 resultados do terceiro lancamento poderd ser combinado com
os 36 possiveils resultados do segundo langamento totalizando 216 resultados

O exemplo 1 mostra o procedimento de contagem denominado fdrmula da multiplicacdo: se de uma ocorréncia hd m
resultados e, em sequéncia, de outra ocorréncia ha n resultados, entdo ha m x n resultados associados. Utilizando os
dados do Exemplo 1, verificamos que os resultados possiveis do lancamento de um dado trés vezes seguidas sdo 216:

6x6x6=63=216
EXEMPLO 2

A placa de carro estd formada, primeiro, por trés letras e, em sequéncia, trés digitos de zero a nove. Determinar o
numero de placas possiveis considerando que podem ser usadas vinte e duas letras em cada posicao e o primeiro digito
ndo pode ser zero.

Solucéo
O numero de placas possiveis é:

22 x 22x 22 x 9 x 10 x 10 = 22° x 9 x 10° = 9.583.200
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Utilizando os algarismos 0, 1, 2, 3, 6, 9, quantos numeros com 5 algarismos podem ser formados?

Solucéo

5.6 .6 .6 .6=26.480 =0
Podem ser formados 6.480 numeros com 5 algarismos.

2. Utilizando os algarismos 0, 1, 2, 3, 6, 9, quantos nimeros com 5 algarismos podem ser formados?
Solucéo

5.5 .4 .3 .2=600=%0
Podem ser formados 600 numeros com 5 algarismos.

3. Utilizando os algarismos 0, 1, 2, 3, 6, 9, quantos ndmeros impares de 5 algarismos distintos podem ser formados?
Solucéo

4 .4 .3 .2 .3 =288
Podem ser formados 288 numeros impares com 5 algarismos distintos.

5 Conhecidas também como Andlise Combinatoria.
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4. Utilizando os algarismos 0, 1, 2, 3, 6, 9, quantos nimeros pares de 5 algarismos distintos podem ser formados?

Solucéo
5.4 .3 .2 .1=120 4 .4 .3 .2 .2 =192
0 #0 4,6

Podem ser formados 312 numeros pares com 5 algarismos distintos.
Outra solucéo:

x = total - impares = x = 600 - 288 = 312

5. Quantos nameros de 4 algarismos apresentam pelo menos 2 algarismos iguais?
Solucéo

Total = 9 - 10 - 10 - 10 = 9.000

4 distintos =9 - 9 - 8 - 7 = 4.536

x = 9.000 - 4.536
x = 4.464

6. Sete pessoas, entre elas Bento e Paulo, estdo reunidas para escolher, entre si, a diretoria de um clube formada por um
presidente, um vice-presidente, um secretario e um tesoureiro. Determine o nimero de maneiras de compor a
diretoria, onde Paulo é vice-presidente e Bento nio é presidente nem tesoureiro.

Solucéo
U = {Bento, Paulo, P1, P2, P3, P4, P5}

5 . 1 . 4 . 4 =80
Presidente v. presidente secretario tesoureiro
Exceto Paulo Resto Exceto
Paulo e Paulo,

Bento Bento e o
escolhido

p/presidente

10. ARRANJOS

Os resultados dos Exemplos 9.1 e 9.2 mostram que a formula da multiplicacdo da o nimero de resultados associados de
dois ou mais grupos. A formula do arranjo da o numero de arranjos de um mesmo grupo.

EXEMPLO 10.1

Qual o niimero de arranjos de 5 objetos identificados pelas letras a, b, ¢ de e tomados trés a trés?

Solucéo

Para contar o numero de permutagdes procedemos como segue:
e O primeiro objeto pode ser qualquer um dos cinco objetos a, b, c, d e e.
e O segundo objeto serd um dos quatro objetos restantes.

e O terceiro objeto poderd ser um dos trés objetos restantes.

e Pela férmula da multiplicacdo hd 5 x 4 x 3 = 60 palavras de trés letras
distintas.

O resultado do Exemplo 10.1 é o nimero de permutag¢des de cinco objetos tomados 3 a 3. De forma geral, o niimero
A(n,r) de permutacdes de n objetos associados em grupos de r é calculado com a férmula:

Anr)=nx(m-1x...x(n-r+1)
Utilizando a notagdo fatorial: n! =nx(n-1)x(n-2)x ...x3x2x1,com 0! =1:
n!
An,r) = ———
(1) (n—nr)!
Aplicando esta ultima férmula para calcular o resultado do Exemplo 10.1:

!

G-3)

0 Excel dispoe das funcdes estatisticas FATORIAL e PERMUT cujas sintaxes sdo as seguintes:

A(5,3) = 60
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FATORIAL(n)

A funcdo FATORIAL da o fatorial do nimero n sendo n um niimero ndo-negativo®. Por exemplo, o fatorial den = 3 é:
31=3x2x1=6

EXEMPLO 1

1. Um casal e seus quatros filhos, ao posarem para uma fotografia, ficaram em pé, um ao lado do outro. O niimero de
modos que eles poderao se dispor, se os pais deverao ficar juntos é:

a) 60 d) 720
b) 36 e) 120
c) 240.
Solucéo
[p M F F, F; F, = 51 21 = 240 . . . Alternativa C
PERMUT(n;r)

A funcdo PERMUT da o ndmero de arranjos de n elementos tomados em grupos de r. Por exemplo, o niimero de
permutacdes de cinco objetos tomados 3 a 3 do Exemplo 10.1 é obtido como =PERMUT(5;3) — 60.

. . ~ . ~ s - n! .
Ve]amos um caso espec1al da permutacao. Se X = r o numero de permutacoes sera 1gua1 a: P(Tl, Tl) = m =n! que e a

propria expressao do fatorial de 1, que representa o nimero de permutagées de n objetos tomados todos ao mesmo
tempo. Por exemplo, se os cinco objetos a, b, ¢ d e e do Exemplo 10.1 forem tomados ao mesmo tempo, o nimero de
permutagdes seria igual a 120, resultado obtido com a férmula da multiplicagdo ou utilizando a fun¢do do Excel:
=PERMUT(5;5) — 120.

EXEMPLO 2

As permutagdes das letras da palavra PROVA foram listadas em ordem alfabética, como se fossem palavras de cinco
letras em um diciondrio. A 732 palavra nessa lista é:

a) PROVA d) ROVAP

b) VAPOR e) RAOPV

c) RAPOV.

Solucéo

Comecados por A: 1 4 3 2 1 = 24 anagramas
A

Comegados por O: 1 4 3 2 1 = 24 anagramas
o)

Comecados por P: 1 4 3 2 1 = 24 anagramas
P

72 anagramas
O préximo é o primeiro comegando com R.

R A O PV = Este é o de numero 73.

EXEMPLO 3

Num programa transmitido diariamente, uma emissora de radio toca sempre as mesmas 10 musicas, mas nunca na
mesma ordem. Para esgotar todas as possiveis sequéncias dessas musicas, serdo necessarias aproximadamente:

a. 100 dias b. 10 anos c. 1 século. d. 10 séculos. e. 100 séculos.
Solucéo

Permutacdo das 10 musicas = 10!

Considerando, aproximadamente, 1 ano por 360 dias, temos:

109.8.7.6.54.3.2.1

Py = 10.080 = 10.000 anos 100 séculos Alternativa E

11. COMBINACOES

O resultado b, ¢ d como os resultados ¢ b, de d ¢ b fazem parte dos sessenta resultados da permutacdo de cinco
objetos identificados pelas letras a, 4, ¢ de etomados trés a trés. Como estes trés resultados tém os mesmos objetos b, ¢

6 Se n ndo for inteiro serd truncado antes de realizar o calculo. O Excel dispde também das fun¢ées FACTDOUBLE e
MULTINOMIAL.
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e d deduzimos que na contagem dos arranjos a ordem dos objetos é importante. Quando a ordem dos objetos ndo é
importante estamos na contagem denominada combinacgdo, por exemplo, o nimero de permutac¢des de cinco objetos
identificados pelas letras a, b, ¢, d e e, tomados trés a trés sem considerar a ordem dos objetos é igual a 10, resultado
obtido com a férmula:
A(5,3)
31
De forma geral, o nimero C(n,r) de combinag¢des de n objetos associados em grupos de r é calculado com a férmula:
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n!
Cnr)= ———
() r'(n—r)!
Comparando as formulas de A(n,r) e C(n,r) obtemos a seguinte igualdade:
A(n, 1)
r!

c(n,7r) =

0 Excel dispde da fungio estatistica COMBIN com a sintaxe:
COMBIN(n;x)

A funcdao COMBIN da o niumero de combinagdes de n objetos tomados x a x, considerando que a ordem dos objetos ndo
interessa. Por exemplo, o nimero de combinagdes de cinco objetos tomados trés a trés é 10, valor obtido com a férmula
=COMBIN(5;3). Os valores de n e x sdo nimeros inteiros positivos; entretanto, a fungdo COMBIN aceita nimeros
fracionarios que sdo truncados antes de calcular os fatoriais.

Pode-se ver que, as fungdes COMBIN, PERMUT e FATORIAL se relacionam da seguinte forma:

COMBIN(n; x) = —05X)_
n;x) =
FACT (x)
EXEMPLO 1
1. Em relagdo a um grupo de 7 pessoas, de quantos modos eu posso convidar:
a) 2 pessoas? ¢) 5 pessoas?
b) 3 pessoas? d) 7 pessoas?
Solucéo
76 _ 21 ibilidad d d d d 2 7! 765! 76 _ 2 ibilidad
- = 21 possibilida es (desprezando a ordem das 2 pessoas) ou T T T 1 possibilidades
7'3—6I'5 = 35 possibilidades (desprezando a ordem das 3 pessoas) ou ;—il = 7':3"4! = 2% = 35 possibilidades
7'6':"4'3 = 21 possibilidades (desprezando a ordem das 5 pessoas) ou 5?—;' = 75?—25" = % = 21 possibilidades
7.6.5.4.321 _ ibilidade (d d dem d 7 _q ibilidad
— = 1 possibilidade (desprezando a ordem das 7 pessoas) ou 701 = 1 possibilidade

EXEMPLO 2

1. Em um edificio residencial de Sdo Paulo, os moradores foram convocados para uma reunido, com a finalidade de
escolher um sindico e quatro membros do conselho fiscal, sendo proibida a acumulagio de cargos. A escolha devera ser
feita entre dez moradores.

De quantas maneiras diferentes sera possivel fazer estas escolhas?

a) 64 c) 252 e) 1.260
b) 126 d) 640
Solucéo
w = 1.260 possibilidades (desprezo da ordem dos 4 membros do conselho) ou 10.C(9,4) =10 .4?—; = 10. 9'855'5! =
10.227° = 10.3.2.7.3 = 1.260 possibilidades =
4321
EXERCICIOS

1. Suponha que depois de lancar uma moeda dez vezes seguida a freqiiéncia relativa do evento cara seja 70%. E
razoavel aceitar esse resultado?
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2.Suponha que depois de langar uma moeda trinta mil vezes seguidas a freqliéncia relativa do evento cara seja igual a
0,70. E razoavel aceitar esse resultado?

3. Jogue um dado e observe o resultado. Se o experimento for repetido um nimero muito grande de vezes, que
proporg¢ao do total de langamentos tera o resultado observado no primeiro lancamento do dado?

4. Se depois de langar um dado 12 vezes seguidas a freqiiéncia relativa do resultado 5 for 75% é razoavel aceitar esse
resultado?

5. Continuando com o lancamento de uma moeda 3 vezes seguidas, qual a probabilidade de obter pelo menos 2 coroas?

6. Continuando com o lancamento de uma moeda 3 vezes seguidas, qual a probabilidade de obter as 3 moedas com a
mesma face?

7. No lancamento de um dado, qual a probabilidade de obter: a) um nimero menor que cinco e b) um niimero par.

8. Uma moeda é lancada duas vezes seguidas. Sabendo que o resultado de uma das moedas foi cara, qual a
probabilidade que a outra moeda seja também cara?

9. Um homem tinha dois gatos, um preto e um branco. O branco era macho. Qual é a probabilidade de que o outro fosse
macho?

10. Um homem tinha dois gatos. Um deles, pelo menos, era macho. Qual a probabilidade de que os dois fossem machos?

11. Semanalmente sio sorteados seis numeros de um grupo de 60 niimeros. Quantos sdo os resultados possiveis de um
sorteio semanal?

12. Continuando com o problema 11. Se vocé concorrer nesse sorteio, qual a probabilidade de acertar o prémio?

13. Semanalmente sdo sorteados 5 niimeros de um grupo de 80 nimeros. Quantos sio os resultados possiveis de um
sorteio semanal e qual a probabilidade de acertar o prémio?

14. O fabricante de microcomputadores decidiu vender pela internet unidades padronizadas definidas pelo
computador. Para comecar estabeleceu as seguintes alternativas: dois tipos de CPU, duas memorias RAM, trés
capacidades de discos rigidos e quatro tipos de monitores. Quantas configura¢des sdo possiveis de montar?

15. Lei de Benford’.

“0 professor Theodore P. Hill pede sempre uma licdo de casa especial para seus alunos de matematica, no Instituto de
Tecnologia da Georgia. Parte deles deve langar uma moeda duzentas vezes e registrar fielmente seu resultado,
enquanto a outra simplesmente deve fingir que jogou a moeda e inventar um resultado para os duzentos supostos
arremessos. No dia seguinte, para espanto dos alunos, Hill consegue, com breve olhada nos trabalhos, apontar quase
todos os que fraudaram os langcamentos. A verdade, disse ele em uma entrevista, € que a maioria das pessoas nao sabe
quais sdo as reais probabilidades de um exercicio como esse €, portanto, ndo consegue inventar dados convincentes. ...
Em algum ponto de uma série de duzentos arremessos de moeda, ou cara ou coroa aparecera seis ou mais vezes
seguidas. Aqueles que fraudaram um resultado nao sabiam disso e evitaram simular longas sequéncias de caras ou
coroas, porque, erroneamente, pensaram ser improvavel.” Verifique a afirmag¢do do professor Hill na coluna B do
modelo Simulagio.

7 Do artigo Aplicacdo do teorema pode indicar fraudes de Malcom W. Browne publicado no jornal O Estado de Sao
Paulo, 9/8/1998.
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