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Correlacao e Regressao

Notas preparadas por L.A. Bertolo
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Termos Basicos e conceitos

1. Um grafico de espalhamento (scatter plof) é uma representagao grafica da relacdo entre duas ou mais
variaveis. Num grafico de espalhamento de duas variaveis x e y, cada ponto no grafico € um par x-y.

2. Nos usamos regressdo e correlacdo para descrever a variacdo em uma ou mais variaveis.

A. A variacao é a soma dos desvios quadrados de Exemplol: Precos de vendas de casas e pés
uma variavel de sua média. quadrados
N Precos de venda de casas (eixo vertical) v. pés quadrados
o . para uma amostra de 34 casas em Setembro de 2005 em St.
Variagao = Z(X -X) Lucie County.
i=1 %800,000 1
o m in . »
B. A variagdo € o numerador da variancia de uma 700,000 |
: ™
amostra: $500,000 -
e IR BEQC.00D |
Varidancia = ——— ¥
N—-1 =400, 000 4 - ™
N A . 300,00 - ]
C. Ambas, a variacgao e a variancia, sao medidas . a .‘ir‘ #
da dispersdo de uma amostra. E20C.000 7 y e- &
AL . f 00 o ah ¥
3. A covariancia entre duas variaveis aleatorias € #100.000
uma medida estatistica do grau para o qual as =0 T T T T T 1
duas variaveis se movem juntas. 1 cpO 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000

A. A covaridncia captura quanto uma variavel é diferente da sua média quando a outra variavel for diferente da
sua média.

B. Uma covariancia positiva indica que as variaveis tendem a se moverem juntas; uma covariancia negativa indica
que as variaveis tendem a se moverem em direcdes opostas.

C. A covariancia € calculada como a razao da co-variagao pelo tamanho da amostra menos um:

2%11()(1 -X)(@yi—y)
N-1

Covariancia =

onde N é o tamanho da amostra

xi é a i-ésima observacdo da variavel x,

% é a média das observacgbes da variavel x,
yi é a i-ésima observacdo da variavel y, e

y € a média das observacoes da variavel y.

D. O valor real da covariancia nao é significante porque ele nao é afetado pela a escala das duas variaveis. Isto é o
porqué de se calcular o coeficiente de correlagao — para tornar algo interpretavel da informacdo da covariancia.
E. O coeficiente de correlagdo, r, € uma medida da intensidade da relagdo entre ou dentre as variaveis.

Calculo:
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covariancia entre x ey

de x

r= (Desvio padréo) (Desvio padrdo

(2 1(X1

dey )

>_<) (Yi -9)

\/2 1(X1—X)2\]Z L0 = y)2

Nota: A correlagdo ndao implica que um
causa o outro. Podemos dizer que duas
variaveis X e Y estdo correlacionadas, mas
nao que X causa Y ou que Y causa X, na
média — eles simplesmente estdo relaciona-
dos ou associados um com o outro.

Desvio Desvio
Desvio Quadrado  pesvio Quadrado Produto
de x de x dey dey dos desvios
Observacao X y X-Xmedio (X~ Xmadio) V- Ymedio (Y - Ywedio) (X - Xmedio) (Y = Ymedio)
1 12 50 -1,50 2,25 8,40 70,56 -12,60
2 13 54 -0,50 0,25 12,40 153,76 -6,20
3 10 48 -3,50 12,25 6,40 40,96 -22,40
4 9 47 -4,50 20,25 5,40 29,16 -24,30
5 20 70 6,50 42,25 28,40 806,56 184,60
6 7 20 -6,50 42,25 -21,60 466,56 140,40
7 4 15 -9,50 90,25 -26,60 707,56 252,70
8 22 40 8,50 72,25 -1,60 2,56 -13,60
9 15 35 1,50 2,25 -6,60 43,56 -9,90
10 23 37 9,50 90,25 -4,60 21,16 -43,70
Soma 135 416 0,00 374,50 0,00 2342,40 445,00
Caélculos
Xnedio= 135/10 = 13,5
Yivsdio™ 416/10 = 41,6
= 374,5/9 = 41,611
s’ 2.342,4/9 = 260,267
r= (445/9)/((41,611)%(260,267)"%) = 49,444/(6,451*16,133) = 0,475

i. O tipo de relagdo esta representada pelo coeficiente de correlagdo:

r =+1 correlacdo perfeitamente positiva
+1 >r > 0 relagao positiva
r = 0 nenhuma relagao

0 > r > -1 relacdo negativa

r = -1 correlagao perfeitamente negativa

ii. Vocé pode determinar o grau de correlagao observando o grafico de espalhamento.

. Se a relagdo é para cima existe correlagdo positiva.
. Se a relagdo é para baixo existe correlacdo negativa.
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iii. O coeficiente de correlacao esta limitado por —1 e +1. Quanto mais préximo o coeficiente estiver de —1 ou +1,
mais forte é a correlagdo.

iv. Com a excecdo dos extremos (isto &€, r = 1,0 ou r = -1), ndés ndo podemos realmente falar acerca da
intensidade de uma relacao indicada pelo coeficiente de correlagdo sem um teste estatistico de significancia.

v. As hipdteses de interesse a respeito da correlacdao da populacdo, p, sao:

Hipoteses Nulas Ho: p=0 Exemplo 2, continuacéo
Em outras palavras, nao existe correlagao entre as duas variaveis | No exemplo anterior,
. . r=0,475
Hipoteses Alternativas Ha: p=/0 N =10
Em outras palavras, ha uma correlacdo entre as duas = 0,475V8
variaveis V10,4752
. - e g . 1,3435
vi. O teste estatistico esta t-distribuido com n-2 graus de liberdade: =088 1,5267
= rvN-2
V1-r2

vii. Para tomar uma decisdo, compare a estatistica-t calculada com a estatistica-t critica para os graus de liberdade
apropriados e nivel de significancia.

Problema
Suponha o coeficiente de correlacdo como 0,2 e o nimero de observacdoes como 32. Qual é o teste estatistico calculado?
Isto é uma correlagdo significante usando um nivel de significancia de 5%?

Solucdo
Hipdteses:

Ho: p=0
Ha: pz0

0,2/32-2 __ 0,2V30
VI—0,04  +/0,96
Graus de liberdade = 32-1 = 31

O valor-t critico para um nivel de significancia de 5% e 31 graus de liberdade é 2,042. Ent3o, ndo existe correlagdo
significante (1,11803 cai entre os dois valores criticos de —2.042 e +2.042).

Estatistica-t calculada: t = =1,11803

Problema
Suponha o coeficiente de correlacdo como 0,80 e o nimero de observagdes como 62. Qual é o teste estatistico calculado?
Isto € uma correlacdo significante usando um nivel de significancia de 1%?

Solucdo
Hipoteses:

Ho: p=0
Ha: pz0

0,80vV62—2 _ 0,80V50 _ 565685
Vi-0,64 40,36 06

O valor-t critico para um nivel de significancia de 1% e 11 observacdes € 3,169. Entdo, a hipétese nula é rejeitada e

Estatistica-t calculada: t =

=9,42809

concluimos que existe correlagdo significante. -



Notas sobre Regressao,
Preparadas por
L. A. Bertolo

F. Um valor afastado (outlier') é um valor extremo de uma variavel. O valor afastado deve ser bem grande ou
bem pequeno (onde grande e pequeno sao definidos relativamente ao restante da amostra).

i. Um valor afastado deve afetar a estatistica da amostra, tanto quanto um coeficiente de correlacdo. E
possivel para um valor afastado afetar o resultado, por exemplo, tal que concluimos que existe uma relagdo
significante quando de fato nao existe nenhuma ou concluir que ndo existe relacdo quando de fato ha uma
relacdo.

ii. O pesquisador deve exercitar o julgamento (e cuidado) quando decidir se inclui ou exclui uma observacao.

G. Correlacao espuria é uma aparéncia de uma relagdao quando de fato ndo existe relagdo. Valores afastados
podem resultar numa correlagao espuria .

i. O coeficiente de correlacdo ndo indica uma relacdo causal. Certos itens dados podem estar altamente
correlacionados, mas nao necessariamente um resultado de uma relagao causual.

ii. Um bom exemplo de uma correlagdo espuria é a caida de neve e os precos de agdes em Janeiro. Se
fizermos uma regressao historica dos pregos de acdes versus o total de caida de neve em Minnesota,
obteremos uma relagdo estatistica significante — especialmente para os meses de Janeiro. Desde que nao
existe uma razdo econdmica para esta relacdo, este seria um exemplo de correlagao espuria.

Regressao Simples

1. Regressao ¢ a analise da relagdo entre uma variavel e alguma outra variavel(s), assumindo uma relacdo linear.
Também referida como regressao dos minimos quadrados € minimos quadrados ordinarios (ordinary
least squares - OLS).

A. O proposito € explicar a variagdo numa variavel (isto €, como uma variavel difere do seu valor médio)
usando a variagdo em uma ou outras mais variaveis.

B. Suponha que queremos descrever, explicar, ou predizer porque uma variavel difere de sua média. Seja a i-
ésima observagdo desta variavel representada como Y;, e seja n indicando o nimero de observages.

A variagdo nos Y;'s (os quais queremos explicar) é:

~ N

VariaGao _

do Y = Z(Yi - Y)Z = SSTotal
i=1

C. O principio dos minimos quadrados € que a linha de regressdo é determinada minimizando a soma dos
quadrados das distancias verticais entre os valores reais de Y e os valores previstos de Y.

! Uma observacdo extrema que esta bem separada do restante dos dados. Em andlise de regressdo, nem todos
os valores outlying terdo uma influéncia na funcdo de ajuste. Estes outlying com respeito a seus valores X
(alavancagem alta), e aqueles com valores Y que ndo séo consistentes com a relacdo de regresséo para outros
valores (residuos altos) espera-se que sejam influentes. Para testar a influéncia de tais valores é usada a
estatistica Cook
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Uma linha é um ajuste através dos pontos XY tal que a soma dos residuos quadraticos (isto €, a soma dos

quadrados da distancia vertical entre as observagGes e a linha) seja minimizada.

2. As variaveis numa relagdo de regressdo consistem de variaveis dependentes e varidveis independentes.

A. A variavel dependente ¢ a variavel cuja variacdo esta sendo explicada pela(s) outra(s) variavel(s).

Também referida como variavel explicada, a variavel endégena, ou a variavel prevista.

B. A variavel independente é a variavel cuja variagao é usada
para explicar aquelas da variavel dependente. Também referida como a
variavel explicativa, a variavel exdgena, ou a variavel previsivel.

C. Os parametros numa equacdo de regressdo simples sdo a
inclinacao (b,) e o intercepto (by):

Yi=bo+bixi+&

i X onde y; é a i-ésima observacdo da variavel dependente,
X; € a i-ésima observacao da variavel independente,

boé um intercepto.
b, é o coeficiente de inclinacao,
&€ um residuo para a i-ésima observagao.

D. Ainclinagdo, by, é a variagdo em Y para uma variacdo de uma unidade em X. A inclinagdo pode ser positiva,

negativa, ou zero, calculados como:

N L -9 (%-%)

_cov(XY) . N—1
bl - — N 2
var(x) Y, (x-%)

N-1

Suponha que:

YN (i — 9 (x — x) = 1.000

YN (x; —%)? = 450

N =30
Entao
1.000
b 2o _ 3448276
1 450 15,51724
29

E. O intercepto, by, € a interseccdo da linha com o Y- em X=0. O intercepto pode ser positivo, negativo ou

zero. O intercepto é calculado como:

3. A regressao linear assume o seguinte:

Sugestdo: Pense na linha de regressao como a
média da relagdo entre a variavel independente e
a variavel dependente . O residuo representa a
distdncia de quanto um valor observado da
variavel dependente (i.e., Y) esta longe da relagdo
média como descrito pela linha de regressdo.

Uma férmula atalho para o coeficiente de correlagdo:

by

2L i =& =X
N -1

I 1(Xi — X)Z

[(Z =1 Xl =1 YI)l

1 1 XjYi-

- l@ ol

Se isto é realmente um atalho ou ndo depende do método de
realizar os célculos: manualmente, usando o Microsoft Excel,
ou usando uma calculadora.
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A. Uma relagdo linear existe entre as
variaveis, dependente e indepen-

dente. Exemplo 1, continuacao:

Nota: se a relagdo ndo é linear, pode
ser possivel transformar uma ou

L . Exemplo 1, continuagéo:
ambas variaveis de modo que exista P ¢

uma relacdo linear. Precos de vendas (eixn verticall versus nés auadradns para
L, . ~ , uma an 00,000 7 2007
B. A varidvel independente ndo estd | s | .
correlacionada com os residuos; isto " $&00,000
é, a variavel independente ndo é
aleatoria. %400, 000
C. O valor esperado do termo disttrbio é 200,000
zero; isto €, E(e)=0 1 .
D. Ha uma variancia constante do termo -
N p s ~3200,000
disturbio; isto €, os temos disturbio ou
residuo sdao todos extraidos de uma -5400,000 ]
_disAtripuigéo com uma variancia 4200 © 1000 2000 3000 4,000
idéntica. Em outras palavras, os
termos disturbios sao
homoscedasticos. [Uma violagao disto
é referida como

heteroscedasticidade.]
E. Os residuos sao distribuidos independentemente; isto €, o residuo ou distirbio para uma observacdo ndo

esta correlacionado com aquele de outra observagdo. [Uma violacdo disto € referida como auto-correlacdo.]
F. O termo disturbio (a.k.a. residuo, a.k.a. error term) é normalmente distribuido.

4. O erro padrao da estimativa, SEE, (também referido como o erro padrao do residuo ou erro padrao da
regressdo, e freqlientemente indicado como se) é o desvio padrdo dos valores previstos da variavel dependente
ao redor da linha de regressao estimada.

~ - . SSpaci
5. Erro padrdo da estimativa (SEE) = /se2 = Rl\fl-‘+gual

SEE — \/z?':l(yi—ﬁo—ﬁm)z _ \/ziN:l(yi—vi)z _ \/ziN:l(éi)Z
N-2 N-2 N-2

Onde SSgesiqual € @ SOmMa dos erros quadraticos;
~ indica o valor predito ou estimado da variavel ou parametro; e

Yi = b, — by x; éo pontona linha de regressdo correspondente a um valor da varidvel independente ,
0 x;; 0 valor esperado de y, dado a relagao média estimada entre x e y.

m de 22 - Notas sobre Regressao, Preparadas por L. A. Bertolo
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A. O erro padrdo da estimativa ajuda-nos calibrar
o "ajuste" da linha de regressdo; isto €, quao
bem temos descrito a variagdo na variavel
dependente.

i. Quanto menor o erro padrdao, melhor o
ajuste.

ii. O erro padrao da estimativa € uma medida
da proximidade dos valores estimados
(usando a regressao estimada), os y" 's,

estao dos valores reais, os Y's.

iii. Os &'s (a.k.a. os termos disturbios; a.k.a. os
residuos) sdo as distancias verticais entre o
valor observado de Y e aquele previsto pela
equacao, os y™'

iv. Os &i's estdo nos mesmos termos (unidades de
medidas) que os Y's (p.ex, dollars, pounds,
billions)

6. O coeficiente de determinagdo, R’ é a
porcentagem da variagdo da variavel dependente
(variacdo dos Yi's ou a soma dos quadrados total,
SST) explicada pela variavel independente(s).

A. O coeficiente de determinagao é calculado como:

RZ = Variagéo explicada _
Variacgéo total
Variagdo total-Variagdo explicada _

Variagéo total
SStotal— SSResidual —
SStotal

SSRegresséo

SStotal

Exemplo 2, continuacéo:

Considere as seguintes observacdes sobre X e Y:

Observagao X y
1 12 50

2 13 54
3 10 48
4 9 47

5 20 70
6 7 20

7 4 15

8 22 40
9 15 35
10 23 37
Soma 135 416

A linha de regresséo estimada é:
Y; = 25,559 + 1,188 x;
E os residuos sdo calculados como:

2

Observacao X y Ny y-y e
1 12 50 39,82 10,18 103,63
2 13 54 41,01 12,99 168,74
3 10 48 37,44 10,56 111,51
4 9 47 36,25 10,75 115,56
5 20 70 49,32 20,68 427,66
6 7 20 33,88 -13,88 192,65
7 4 15 30,31 -15,31 234,40
8 22 40 51,70 -11,70 136,89
9 15 35 43,38 -8,38 70,22
10 23 37 52,89 -15,89 252,49
0,00 1.813,77
Portanto,

SSgesiqual = 1.813,63/8 = 226,70
SEE = (226,70)" = 15,06

B. Um R?de 0,49 indica que as variaveis independentes explicam 49% da variacdo da variavel dependente.

Notas sobre Regressao, Preparadas por L. A. Bertolon de 22
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Exemplo 2, continuagéo

Continuando o exemplo de regressao anterior, podemos calcular o R®.

X y (Y - Ywmedio)” Ny y-"y (MY - Yaedio)” g

12 50 70,56 39,82 10,18 3,17 103,63
13 54 153,76 41,01 12,99 0,35 168,74
10 48 40,96 37,44 10,56 17,31 111,51
9 47 29,16 36,25 10,75 28,62 115,56
20 70 806,56 49,32 20,68 59,60 427,66
7 20 466,56 33,88 -13,88 59,60 192,65
4 15 707,56 30,31 -15,31 127,46 234,40
22 40 2,56 51,70 -11,70 102,01 136,89
15 35 43,56 43,38 -8,38 3,17 70,22
23 37 21,16 52,89 -15,89 127,46 252,49

416 2.342,40 416,00 0,00 528,75 1.813,77

R® = 528,77/ 2.342,40 = 22,57% ou

R® = 1-(1.813,63/2.342,40) = 1 —0,7743 = 22,57%.

7. Um intervalo de confianca é um intervalo de valores de coeficientes de regressdo para um dado valor
estimado do coeficiente e um dado nivel de probabilidade.

A. O intervalo de confianca para um regressdo coeficiente b, é calculado como:
bl i tCSB:L

Ou
Bl - tCSB:L< b1<El + tCSB:L

onde tc € um valor-t critico para o nivel de confianca selecionado. Se existirem 30 graus de liberdades e um
nivel de confianca 95%, o tcé 2,042 [tomado de uma tabela-t].

B. A interpretagdo do intervalo de confianca é que ele é um intervalo que acreditamos que incluird o parametro
verdadeiro ( 1b~S no caso acima) com nivel de confianga especificado.

8. Quando o erro padrao da estimativa (a variabilidade dos dados ao redor da linha de regressao) subir, a
confianca se alarga. Em outras palavras, quanto mais variaveis forem os dados, menos confiante vocé ficara
quando estiver usando o modelo de regressao para estimar o coeficiente.

9. O erro padrao do coeficiente é uma raiz quadrada da razao da variancia da regressao pela variacdo da
variavel independente:

A. Teste de hipdteses: uma variavel explicativa individual

i . Para testar hipotese do coeficiente de inclinacdo (isto €, para ver se a inclinagdo estimada € igual a um
valor hipotético, b, Ho: b = by, calculamos a estatistica t-distribuida:
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¢ _Bl_bl
b_S—Bl

ii. O teste estatistico é t-distribuido com N-k-1 graus de liberdade (nimero de observacgdes (N), menos o

numero de variaveis independentes (k), menos um).

. Se a estatistica-t € maior que o valor-t critico para o apropriado
grau de liberdade, (ou menor que o valor-t critico uma
inclinacdo negativa) podemos dizer que o coeficiente de
inclinagdo ¢é diferente do valor hipotético, bi.

. Se ndo existir relagdo entre a varidvel dependente e uma
varidvel independente, o coeficiente de inclinagdo, b;, sera zero.

Y . .

bo b1=10

0 X

Nota: A férmula para o erro
padrdo do coeficiente tem a
variagdo da variavel independente
no denominador, ndo a variancia.
A variancia = variacao / n-1.

« Uma inclinacdo zero indica que ndo existe variacdo em Y para uma dada variacao em X

« Uma inclinacdo zero indica que nao existe relacdo entre Y e X.
. Para testar se uma variavel independente explica a variacao na variavel dependente, a hipdtese que é

testada € se a inclinacdo é zero:
Ho: bi=0

versus a alternativa (que vocé conclui se vocé rejeitar a nula, Ho):

Ha: bi#0

Esta hipotese alternativa é referida como uma hipétese bilateral. Isto significa que rejeitamos a nula se a
inclinagdo observada é diferente de zero em uma das duas direcoes (positiva ou negativa).

. Existem hipdteses na economia que se referem ao sinal da relagdo entre as varidveis dependente e as
independentes. Neste caso, a alternativa é direcional (> ou <) e o teste-t é unilateral (usa somente uma
cauda da distribuicdo-t). No caso de uma alternativa unilateral, existe somente um valor-t critico.
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Exemplo 3: Testando a significancia de um coeficiente de
inclinagao

Suponha que o coeficiente de inclinagdo estimado seja 0,78, o tamanho da
amostra seja 26, o erro padrdo da coeficiente seja 0.32, e o nivel de
significancia seja 5%. A inclinagdo é diferente de zero?

bi_p 0,78—0
O teste estatistico calculado é : tb = L= = 2,4375
S5, 0,32

Os valores-t criticos sdo = 2.060

- .,

-2.060

Rejeitar Hy  Falha para rejeitar Hy, Rejeitar Hg

Portanto, rejeitamos a hipo6tese nula, concluindo que a inclinagao é
diferente de zero.

10. Interpretacao dos coeficientes.

A. O intercepto estimado ¢é interpretado como o valor da variavel dependente (o Y) se a variavel independente
(o X) tomar um valor zero.

B. O coeficiente estimado de inclinagdo € interpretado como a variacdo na variavel dependente para uma dada
variacdo de uma unidade na variavel independente.

C. Quaisquer conclusGes a respeito da importéncia de uma variavel independente na explicacdo de uma
variavel dependente exige determinar a significancia estatistica se o coeficiente inclinar. Simplesmente
olhando para a magnitude do coeficiente de inclinagdo ndo indica esta matéria de importancia da variavel.

11. Previsdo é usar regressao envolve fazer predigbes acerca da variavel dependente baseado nas relagcOes
médias observadas na regressao estimada.

A. Valores preditos sdo valores da variavel

.. ~ Exemplo 4
dependente baseado nos coeficientes de regressao Suponha que vocé estimou um modelo de
estimados e uma predicdo acerca dos valores das regresso com as seguintes estimativas:
variaveis independentes. Yy =1,50 + 2,5 %

Além disso, vocé tem valores projetados para a
variavel independente, X;=20. O valor projetado
paray é 51,5:

y" =1,50 + 2,50 (20) = 1,50 + 50 = 51,5

B. Para uma regressdo simples, o valor de Y é
predito como:
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y =bo+Dbix

onde y~ é um valor previsto da variavel dependente, e
Xp € um valor previsto da variavel independente (input).

12. Uma analise de tabela de variancia (tabela ANOVA) é um resumo das explicacdo da variagao da variavel
dependente. A forma basica da tabela ANOVA é como segue:

Fonte de variagao Graus de  Soma dos quadrados Média Quadratica
Liberdade
Regressao (Explicada) 1 Soma das regressdes ao Regressdo Quadratica
quadrado (SSregressio) Média =
SSReqressa"\o+/ 1
Erro (ndo explicado) N-2 Soma dos residuos ao Erro quadratico médio =
quadrado (SSResidual) SSResiduo+/N'2
Total N-1 Soma dos quadrados total
(SSTotaI)
Exemplo 5 Graus de  Soma dos quadrados Média Quadratica
Fonte de variacao Liberdade
Regressao (Explicada) 1 5.050 5050
Erro (ndo explicado) 28 600 21.429
Total 29 5.650
R? = 5.050/5.650 =
0,8938 ou 89,38%
SEE = (600/28)Y? =
(21.429)% = 4,629
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Regressao Multipla

1. Regressao muiltipla é a andlise de regressdao com mais do que uma variavel independente.

A. O conceito de regressao multipla é idéntico daquele da analise de regressao simples exceto que duas ou
mais variaveis independentes sdo usadas simultaneamente para explicarem as variagbes da variavel
dependente.

y = bo + b1X1 + bzXz + b3X3 + b4X4

B. Numa dregressao mudltlpl_a, a ?ega € n‘;!n_lmlzar da Nés ndo representamos a regressdo mdiltipla
soma dos erros quadraticos. Cada coeficiente de graficamente porque ela exigiria graficos que estdo
inclinacdo é estimado enquanto se mantém as em mais do que duas dimensdes.
outras variaveis constantes.

2. O intercepto na equacao de regressao tem a mesma interpretacdo que ela tinha sob o caso linear simples — o
intercepto € um valor da variavel dependente quando todas as variaveis independentes sao iguais a zero.

3. O coeficiente de inclinagdo é um parametro que reflete a variagdo na variavel dependente para uma unidade de
variacdo na variavel independente.

A. Os coeficientes de inclinagdes (os betas) sdo L
descritos como O movimento na variavel Uma inclinagdo com qualquer outro nome ...
dependente para uma variacao de uma unidade de
variagao na variavel '”deP?”d_e”te,‘ mantendo varidvel dependente com respeito a variavel
todas as outras  varidveis independentes  ingependente.

constantes. « Em outras palavras, é a derivada primeira da variavel
B. Por esta razio, os coeficientes betas numa dependente com respeito a variavel independente.
regressao linear mudltipla, sdo algumas vezes

chamados de betas parciais ou coeficientes
parciais de regressao.

« O coeficiente de inclinacdo € a elasticidade da

4. Modelo de Regressao:
Y; = b0+ b1X1i + b2X2i + g
onde:

bj é a coeficiente de inclinagdo da j-ésima variavel dependente; e
Xji € a i-ésima observagdo da j-ésima variavel.

A. Os graus de liberdade para o teste de um coeficiente de inclinagdo sdo N-k-1, onde n é um nimero de
observagOes da amostra e k € um ndmero de varidveis independentes.

B. Na regressao multipla, as variaveis independentes podem estar correlacionadas umas com as outras,
resultando em estimativas menos confiaveis. Este problema é referido como multi-colinearidade.

5. Um intervalo de confianga para uma inclinacao da regressao de populagdao numa regressdao multipla é um
intervalo centrado na inclinacdo estimada:

Bl * teSp,
ou
Bl - tCSEI< b1<Bl + tC551

A. Este é o mesmo intervalo usado na regressdo simples para o intervalo de um coeficiente de inclinaggo.
B. Se este intervalo contém zero, concluimos que a inclinagdo ndo é estatisticamente diferente de zero.

6. As hipdteses do modelo da regressao multipla sdo como segue:

A. Uma relacdo linear existe entre as variaveis, dependente e independente.
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B. As variaveis independentes ndo estdo correlacionadas com os residuos; isto €, a variavel independente nao é
aleatoria. Além disso, ndo existe relagdo linear entre duas ou mais variaveis independentes. [Nota: isto é
ligeiramente modificado das hipoteses do modelo de regressdo simples.]

C. O valor esperado do termo disturbio € zero; isto &, E(si)=0

D. Ha uma variadncia constante do termo distlrbio; isto €, os termos distlrbio ou residuo sdo todos extraidos de
uma distribuicdo com uma varidncia idéntica. Em outras palavras, os termos distlrbios sdo
homoscedasticos. [Uma violacdo disto é referida como heteroscedasticidade’.]

E. Os residuos sdo distribuidos independentemente; isto €, o residuo ou distirbio para uma observacao nao
esta correlacionado com aquele de outra observagdo. [Uma violacdo disto is referida como auto-correlagdo.]

F. O termo disturbio (a.k.a. residuo, a.k.a. error term) é normalmente distribuido.
G. O residuo (a.k.a. termo disturbio, a.k.a. error term) éo que ndo é explicado pelas variaveis independentes.
7. Numa regressao com duas variaveis independentes, o residuo para a i-ésima observacao é:
& =Yi— (b o+ b 1x+ 20 " xz)
8. O erro padrdo da estimativa (SEE) é o erro padrao do residuo:

i .(@)? _ SSE
N-k-1 ~ N-k-1

Se = SEE =
9. Os graus de liberdade, df, sao calculados como:

df = nimero de __ nlmero de _ 1=N—k—1=N—(k+ 1)

observacOes varidveis independentes

A. Os graus de liberdade sdo o nimero de pedacos de informagoes independentes que sdo usadas para estimar
os parametros de regressao. No calculo dos parametros de regressao, usamos os seguintes pedagos de
informagdes:

» A média da variavel dependente.
» A média de cada uma das variaveis independentes.
B. Entao,
» Se a regressao € uma regressdo simples, usamos os dois graus de liberdade na estimacdo da linha de
regressao.
* se a regressdao € uma regressao multipla com quatro varidveis independentes, usamos cinco graus de
liberdade na estimacao da linha de regressao.

10. Previsdo (Forecasting) usando regressdo envolve fazer predi¢Ges acerca da variavel dependente baseadas nas
relacdes médias observadas na regressao estimada.

2 Em estatistica, uma seqiiéncia ou um vetor de \asia@leatorias é heteroscedastico (heteroskedgssst as variaveis
aleatérias tiverem variancias diferentes. O cona@mplementar € chamado homocedasticidade (hodwstisty). (Nota: A
ortografia alternativa homo- ou heteroskedastiéifjgualmente correta e também é usada freqiientenéntermo significa
"variancia diferindo" e vem do Grego "hetero" gdénte’) e "skedastios" (‘dispersao’).

Quando usar algumas técnicas estatisticas, tai® eoimimos quadrados ordinarios (ordinary least segua OLS), varias
hipéteses sdo geralmente feitas. Uma delas é geenm erro tenha uma variancia constante. Isto gerdadeiro se as
observac8es do termo erro forem assumidas sereaidag de distribuicdes idénticas. Heterosceddatlei € uma violacao
desta hipotese.

Por exemplo, o termo erro podera variar ou aumertar cada observagdo, de certa forma este é ofeagente com
medidas de sec¢do cruzada ou séries temporais.osetelasticidade é freqlientemente estudada com® gmeconometria,
gue freqientemente lida com dados exibindo ela.

Com o advento de erros padrdes robustos permitioddazer inferéncia sem especificar o segundo manndicional do
termo erro, testar a homoscedasticidade condiciti@E tdo importante quanto no passado.

O econometricista Robert Engle ganhou o 2003 Nd&tmhorial Prize for Economics pelos seus estudosesahdlise de
regressdo na presenca de heteroscedasticidade;ogdeziu a sua formulacdo da técnica de modelag&€GHA (Auto
Regressive Conditional Heteroscedasticity)
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A. Valores

Preditos sdo valores da variavel
dependente baseados na regressao estimada dos
coeficientes e uma predigao acerca dos valores das
variaveis independentes.

Para uma regressao simples, o valor de y é
previsto como:

Y =b" o+ b X 1+ b X
onde
y~ € o valor previsto da variavel dependente,

b;" é o parametro estimado, e
X" ;€ o valor previsto da variavel independente

. Quanto melhor for o ajuste da regressao (isto &,

quanto menor for o SEE), mais confiantes estamos
nas nossas predigoes.

Exemplo 6: Usando informacgao da analise
de variancia

Suponha que estamos estimando com o modelo
de regressao multipla que tem cinco variaveis
independentes usando uma de 65 observagodes.
Se a soma dos residuos quadraticos € 789, qual é
o erro padrao da estimativa?

Solugao

Dado:

SSresidual = 789

N =65

k=5

SEE = 22— 78 _ 13373

65-5—-1 59

Cuidado: O intercepto estimado e todas as inclinagdes estimadas sao usadas na
predicdo do valor da variavel dependente, mesmo se uma inclinagdo ndo for
estatisticamente significantemente diferente de zero.

Exemplo 7: Calculando um valor projetado (forecasted)
Suponha que vocé esta estimando um modelo de regressao com as seguinte estimativas:

Y =150+25X;-0,2X;+1,25X;

Além disso, vocé tem os valores previstos para as variaveis independentes:

X;1=20 X>=120
Qual é o valor previsto de y?

X3=50

Solugéo

O valor previsto para Y é 90:

AY =1,50 + 2,50 (20) - 0,20 (120) + 1,25 (50)
= 1,50 + 50 - 24 + 62,50 = 90

11. A estatistica-F é uma medida de quao bem um conjunto de variaveis independentes, como um grupo, explica
a variacdo na variavel dependente.

A. A estatistica-F é calculada como:

. o o SSRegressdao «N Fi—y)
F— Regressdo quadratica média _ MSR K i=17
Erro médio quadratico MSE SSResidual N (i=¥)

N-k-1 Zi=IN—k—1

B. A estatistica-F pode ser formulada para testar fodas as varidveis independentes como um grupo (a aplicagdo

mais comum). Por exemplo, se existirem quatro variaveis independentes no modelo, as hipoteses sao:

Ho: b1: b2= b3= b4=0

H.: no minimo um b;z 0

C. A Estatistica-F pode ser formulada para testar subconjuntos de variaveis independentes (para ver se elas

tem poder de explicagdo incremental (incremental explicativa power). Por exemplo se existirem quatro
variaveis independentes no modelo, um subconjunto poderia ser examinado:

Ho: b1=b4=0
Ha: bioubs4z0

12. O coeficiente de determinacdo, R?, é a porcentagem da variacdo da varidvel dependente explicada pelas
variaveis independentes.
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Variacgéo Variacgéo

RZ = Variacdo explicada _  Total ~ Inexplicada
Variacao Total Variacao Total
N, G-9?
RZ = L 09 0<R%<1

A. Por construgdo, R? varia de 0 a 1,0

B. O R%*-ajustado é uma alternativa a R*:

2 _ 1 _ E) Y
RZ=1- (1) (1- R)
i. O R*ajustado é menor que ou igual a R? (‘igual a’ somente quando k=1).

i. Adicionando variaveis independentes ao modelo o R? aumentara. Adicionar varidveis independentes ao
modelo pode aumentar ou diminuir o R*-ajustado (Nota: R?-ajustado pode ser até negativo).

iii. O R*-ajustado ndo tem a explicacdo “clara ™ do poder explicativo que o R* tem.

13. O propdsito da tabela da Analise da Variancia (ANOVA) é atribuir a total variacdo da variavel dependente ao
modelo de regressdo (a fonte de regressdo na coluna 1) e os residuos (a fonte de erro da coluna 1).

A. SSrotal € a total variacdo de Y ao redor de sua média ou valor médio (a.k.a. soma dos quadrados total) e é
calculada como

N
SStotal = Z(Yi - }_’)2
i=1

onde y é a média de Y.

B. SSresidual (a.k.a. SSE) € a variabilidade isto é ndo é explicada pela regressao e € calculada como:

N
SSResidual = SSE = Z(yl — 5\7)2 = Z ’éi

i=1

onde Y~ € Ovalor da variadvel dependente usando a equacdo de regress3o.

C. SSregression (a.k.a. SSexplicada) € a variabilidade que é explicada pela equacdo de regressdo e é calculada
€omo SStotal — SSResidual.

N
SSRegresséo = Z(yl - 3_’)2
i=1

D. MSE é o erro quadratico médio, ou MSE = SSresidual / (N — k - 1) onde k € o nimero de variaveis
independentes na regressao.

E. MSR é a regressdo quadratica média, MSR =SSregressso / k
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Tabela de Analise da Varidancia (ANOVA)

df SS SS/df
Fonte Graus de Soma dos quadrados Média Quadratica
Liberdade
Regressao k SSregressio MSR
Erro (ndo explicado) N—-—k-1  SSgesidual MSE
Total N-1 SSTotaI
R? = SSRegressio _ 1 _ SSResidual
SSTotal SSTotal
_ MSR
"~ MSE

14. Variaveis Dummy s3o variaveis qualitativas que tomam os valores zero ou um.

A. A maioria das variaveis independentes representa um fluxo continuo de valores. Entretanto, Alguma vezes a
variavel independente é de natureza binaria (ela é ou ON ou OFF).

B. Estes tipos de variaveis sdo chamadas variaveis aummy e aos dados € atribuido um valor de "0" ou "1". Em
muitos casos, vocé aplica o conceito de varidvel dummy para quantificar o impacto de uma variavel
qualitativa. Uma variavel dummy é uma variavel dicotdmica; isto €, ela toma um valor de um ou zero.

C. Use uma variavel dummy a menos que o nimero de classes (p.ex., se tem trés classes, use duas variaveis
dummy), caso contrario vocé caira numa variavel dummy "emboscada" (multicolinearidade perfeita —
hipétese da violacdo [2]).

D. Uma variavel dummy interativa € uma variavel dummy (0,1) multiplicada por uma variavel para criar uma
nova variavel. A inclinacdo desta nova variavel diz-nos a inclinacdo incremental.

15. Heteroscedasticidade é uma situagdo em que a varidncia dos residuos ndo é constante em todas as
observagoes.

A. Uma hipotese da metodologia da regressdo é que a amostra é extraida da mesma populacao, e que a
variancia dos residuos é constante nas observagGes; em outras palavras, os residuos sao homoscedasticos.

B. Heteroscedasticidade é um problema porque os estimadores ndo tem a menor variancia possivel, e portanto
o erro padrao dos coeficientes ndao serdao corretos.

16. Auto-correlagdo ¢ uma situacdo em que os termos de residuos estdo correlacionadas unscom os outros. Isto
ocorre freqlientemente em analises de séries temporais.

A. Auto-correlacdo aparece geralmente em dados de séries temporais. Se o lucro do ano passado foi maior, isto
significa que o lucro deste ano pode ter uma probabilidade maior de ser alto do que ser baixo. Isto € um
exemplo de auto-correlagao positiva. Quando um ano bom for sempre seguido por uma ano ruim, isto € um
exemplo de auto-correlagdo negativa.

B. Auto-correlagdo é um problema porque os estimadores ndo tem a menor variancia possivel e portanto oerro
padrao dos coeficientes ndao seriam corretos.

17. Multicolinearidade é um problema de alta correlagdo entre ou dentre duas ou mais variaveis independentes.
A. Multicolinearidade é uma problema porque

i. A presenca da multicolinearidade pode causar distorcdes no erro padrao e pode conduzir a problemas
com teste significancia dos coeficientes individuais, e

ii. Estimativas sdo sensiveis as variagbes nas observacdes da amostra ou da especificagdo do modelo.
B. Se existir multicolinearidade, estamos mais aptos a concluir que uma variavel ndo é importante.

C. Multicolinearidade esta provavelmente presente em certo grau na maioria dos modelos econémicos.
Multicolinearidade perfeita nos proibira de estimar os parametros de regressdo. O caso € entdo
realmente a um dos graus.
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18. O significado econOmico dos resultados de uma estimacdo de regressdo focaliza principalmente nos
coeficientes de inclinacao.

A. Os coeficientes de inclinagdo indicam a variacdo da variavel dependente para uma variagdo de uma unidade
na variavel independente. Esta inclinacdo pode ser entdo interpretada como uma medida da elasticidade;
isto &, a variacdo em uma variavel corresponde a uma variagdo em outra variavel.

B. E possivel ter significAncia estatistica, apesar de que ndo tenha significdncia econémica (p.ex., retornos
anormais significantes associados com um anuncio, mas estes retornos ndo sdo suficientes para cobrirem
custos de transagoes).

Para... use...
Testar o papel de uma Unica variavel na explicacdo da a estatistica-t.
variacdo da variavel dependente

Testar o papel de todas as variaveis na explicacio da variacdo @ estatistica-F.

da variavel dependente

Estimar a variagao na v.a,rlaw_al dependente para uma variagao o coeficiente de inclinacdo.
de uma unidade na variavel independente

Estimar a variavel dependente se todas as variaveis o intercepto.
independentes tomarem um valor zero

Estimar a porcentagem das variagoes explicadas das variaveis o R
dependentes pelas variaveis independentes

Prever o valor da variavel dependente dados os valores A equacio de regress3o, substituindo os valores
estimados da variavel independente(s) estimados da variavel independente(s) na equacso.
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Regressao terminologia

Analysis of variancia Perfect negative correlagao
ANOVA Perfect positive correlacdo
Autocorrelacao Positive correlagao
Coefficient of determination Predicted valor
Confidence interval R?

Correlation coeficiente Regressao

Covariance Residual

Covariation Scatterplot
Cross-sectional Se

Degrees of freedom SEE

Dependent variavel Simple regressao
Explained variavel Slope

Explanatory variavel Slope coeficiente

Forecast Spurious correlagao
Estatistica-F SSResidual
Heteroskedasticity SSRegression
Homoskedasticity SSrotal

Invariavel dependente Standard error da estimate
Intercept Sum of squares error
Least squares regressao Sum of squares regressao
Mean square error Sum of squares total
Mean square regressao Time-series
Multicollinearity t-statistic

Regressdo multipla Variancia

Negative correlagao Variagao

Ordinary least squares

Férmulas de Regressao

N (x-%)? A N (=) (y: =
Variagdo = YN ,(x — X)? Variancia = % Covariancia = Z—Fl(xi\l_xi(y‘ y)
(XL xi-0vi-9)
1 - N-2
Correlacdo r = N-1 t="
1-12

Z%\L 1(Xi_§)2 Z%\Ll(yi_y)z

N-1 N—-1
Regressao
Yi = by + b1 X; + & y = by + bix; + byXo + bsXs + baxyq + &
N _ _
2i=1(¥i-¥)(xi—%)
cov(X)Y) N—1 R
bl = = N 2 by =y — biX
var(x) Zi=1(xi—x)
N-1
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Testes e intervalos de confianga

~ ~ 2 R N
SEE — N (yi —bo — bix;) _ YN (i — $1)? _ YN (8)?
N-2 N-2 N-2

S 2
SBl B Z%\Iﬂ(xi - X_)Z
t :M
b SBl
SSResress
Regressdo quadraticamédia  MSR _ %‘qsm N, Gi—y) L )
~ Erromédio quadratico =~ MSE  SSgesidual "~ i-9
N—k—12i=1N—k-1
Previsao

b]_ - tCSEl< b1<b1 + tC551
Yy =bo+b X 1+ b X,

Analise de Variancia

N
Z(Yi - }_’)2 = SStotal
i=1

N
SSResidual = SSE = Z(Yi - 9)? = Z &
=1

N
SSRegress(?lo = 2(371 - }_")2
i=1

_ Regressdo quadraticamedia _ MSR

SSRegressao ZN (yl Y)

k

k-

Erro médio quadratico =~ MSE

Regressao

N-k-1

SSResidual N (yi - §7)
i=IN—k—1
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yi = bo+ b1 xi + €y = bo+ bixi + b2x2 + b3x3 + b4x4 + €i
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