Entendendo o Teorema de Bayes

Vamos ver este assunto por meio de um exemplo:

A cidade de Diabetelandia tem 10.000 habitantes, sendo 4.400 velhos, 3.300 jovens, 2.300 criangas. Os
dados mostram que nesta cidade esta havendo uma desertificacdo urbana em virtude da falta de
empregos.

Foi realizada uma pesquisa pela Secretaria de Saude onde se constatou uma grande incidéncia de
diabetes na populagdo. A pesquisa revelou que 132 velhos sao portadores da doenga, 33 jovens sao

portadores e 46 criancas sédo portadoras. Assim:

Diabeteldndia Velhos e Os valores em vermelhos
Portadores 4.400= ARl sdo os habitantes das
Habitantes |de Diabete PR 3.267+33 categorias que nao sao
Velhos 4.400 132] | 122 portadores de diabetes.
Jovens 3.300 33
Criangas 2.300 46 Criangss 2.300=2.254+ 40
TOTAL 10.000 211
Muitas vezes esta tabela vem dada em porcentagens. Assim:
Diabeteldndia Observe que os velhos E portadores de diabetes: P(velhos n
portadores de diabetes) representam 1,32% da populagao da
Portadores de | cidade Diabetelandia (132 + 10.000 = 0,0132 ou 1,32%).
Habitantes |Diabete na Portanto, nesta cidade a probabilidade (ou chance) de chegar
~ ao hospital um velho E portador de diabetes é 1,32%! E pouco
populagdo provavel aos medicos do hospital atender um velho E portador
Velhos 44,00% 1,32%| de diabetes entre os pacientes em geral que chegam ao
Jovens 33,00% 0,33%| Nospital
Criangas 23,00% 0,46%
TOTAL 100,00% 2,11%

Porém, quando chega ao hospital um velho (um pedago da populagédo), a chance dele ser diabético é
encontrada dividindo-se 132 por 4.400 (132 + 4.400 = 0,03 ou 3%). A chance aumentou porque
restringimos o atendimento apenas aos velhos.

Matematicamente escrevemos esta probabilidade CONDICIONAL (ser portador de diabetes E velho) da
seguinte maneira: P(X|V). Aqui X significa ser diabético e V significa ser velho. Dizemos, a probabilidade
P de ser diabético dado que seja velho.

Note que além de ser velho, tem que ser diabético (coitado!). Isto mostra que colocamos uma condic&o
entre os velhos. Lembre-se que nesta cidade existem muitos velhos que ndo sido diabéticos. Estes,
como mostra a figura acima totalizam 4.400 — 132 = 4.268 velhos sem a doenga.

Como vimos esta probabilidade foi calculada tomando todos os velhos E diabéticos (132) que estdo no
conjunto intersegao [Velho n Diabéticos] e dividido pela quantidade de velhos da cidade (4.400). Entéo,
nxnv) 132
n(V) 4.400
Lembrem-se que, os eventos ser velho e ser diabético sdo INDEPENDENTES. Isto significa que ser

velho nédo precisa ser diabético e ser diabético ndo precisa ser velho ou, em outras palavras, nem todo
velho é diabético e nem todo diabético é velho.

PX|V) = = 0,03 ou 3%.

A expressdo acima poderia ser calculada de outra maneira:



Entendendo o Teorema de Bayes

nXnv)
bl PEOV) TN POAY) 132%
T a0y () TPy 44y | o owe
N

Repetindo isto para as outras categorias podemos montar a seguinte tabela:

Diabetelandia

Portadores de
Habitantes | Diabetes na categoria
P(X]A)
Velhos 44,00% 3,00%
Jovens 33,00% 1,00%
Criangas 23,00% 2,00%
TOTAL 100,00% 2,11%
Cabe aqui a pergunta: Qual a probabilidade de um velho ser diabético?

Resposta: 3%. Esta é a chance de aparecer em qualquer lugar da cidade um velho que é diabético.
Nao precisa ter medo deles!!!! A chance é pequena e a doencga nao infecto-contagiosa!

Esta pergunta requer que encontremos P(X|V), certo?

Outra pergunta: Qual a probabilidade de um diabético ser velho?

E a mesma coisa que antes? 3%?

Posto de outra forma, chega ao hospital um diabético, qual a chance dele ser velho?

Agora queremos a probabilidade condicional P(V|X), ou seja, o contrario de antes. Imporemos agora
uma CONDICAO entre todos os diabéticos — eles devem ser velhos. Observando a figura anterior,
temos que dividir n® de velhos diabéticos pelo total de diabéticos

nXnvl)
PVIX) = nXnv) —nN PAXNV) 132% 0.6256 ou 62.56%
T a0 n) PR 2119 oot oubestn
N

Se atentarmos para os diabéticos da cidade, a chance dele ser velho é 62,56%. E, nesta cidade, entre
os diabéticos temos muitos velhos (ver figura acima).

Diabetelandia Médicos, ao chegar um paciente
Portadores de A Categoria dos diabético, € muito grande (62,56%)
dele ser velho.
Habitantes | Diabetes na categoria | Portadores de
P(X]A) Diabetes P(Ai|X)
Velhos 44,00% 3,00% 62,56%
Jovens 33,00% 1,00% 15,64%
Criangas 23,00% 2,00% 21,80%
TOTAL 100,00% 2,11% 100,00%

Fica bem claro que:
l. P(X | A) # P(A| X)
Il. PXn A) =PAin X)
M. Pela definicdo de probabilidade condicional

pxiay = FE040

P(4;)
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Temos que: P(X ~ A) = P(X|A) P(A).

Dessa forma podemos fazer:

P(Ai|X) =

P(XNA)

P(X NA)

P(X)

Ou, usando a definicao de probabilidade condicional:

P(AilX) =

P(XNA)

P(X|A;) P(A))

T P(XNAD+PXNAY++PXNA)

P(X N 4;)

P(X)

" P(XIAD) P(A;) + P(XIAz) P(Az) + -+ + P(X|A,) P(Ay)

Este resultado recebe o nome de Teorema de Bayes.

USANDO TABELA
De acordo com o desenvolvimento anterior poderemos realizar os calculos por meio de uma tabela.
Assim
Espaco Amostral
Particio do Participacao da
Es:ago Particdo no P(X | Ai) P(XM Ai) = P(A | X)
Amostral A, Espaco Amostral conhecido P(X|Ai).P(A) i
P(A)
Ay P(A1) P(X|A1) P(A1) * P(X]A1) |[P(A1) * P(X|A1)]/SOMA
A, P(A,) P(X]A,) P(A;) * P(X|A2) |[P(A;) * P(X|A,)]/SOMA
As P(A;3) P(X[As) P(A3) * P(X]A3) |[P(A3) * P(X|A3)]/SOMA
An P(A) P(X]An) P(An) * P(X|A,) |[P(An) * P(X]|An)]/SOMA
TOTAL 100,00% SOMA

USANDO O EXCEL

i=1 P(X|A1) P(A1)

Ja que podemos fazer uma tabela, podemos também realizar tudo no Excel.

Abra uma pasta de trabalho e introduza os titulos conforme a figura abaixo:
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A B c D z : G H I J K
Ai P(Ai) P(X|Ai) P(ai)P(X|Ai) P(ai]X)
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Faca 100 particdes do espago amostral (acho que fica o suficiente, ndo?). Com isso precisamos
selecionar o intervalo A2:A101 e colocar os titulos A..

Para criarmos uma planilha com recursos avangados do Excel, vamos definir um nome ao intervalo de
células onde existirem valores, deixando o resto das células em branco, evitando assim colunas com
ZEROS desnecessarios, pois nao faremos calculos naquelas linhas.

Para se nomear um intervalo de células no Excel, procedemos selecionando o intervalo de células
G2:G101, depois na guia Formatar, no grupo Nomes Definidos, escolhemos Definir Nome. Aparecera a
janela:

= =

Novo Nome E

Nome:

Escopo: Pasta de Trabalho El

Comentério: =

Referesea: | _plan11sms13
(o] (oo |

Na caixa Nome: Problintersecéo

Na caixa Refere-se ~ a: introduza a seguinte férmula:
=DESLOC(PLAN1!$G$2;0;0;CONT.NUM(Plan1!$G$2:$G$101;1)). Dé OK.

Selecione o intervalo G2:G101 e escolha a cor branca para a fonte. Isso para nao poluir a nossa
planilha com dados e precisamos disto para evitarmos as referencias circulares do Excel ao introduzir a
funcdo SOMA na célula D101..

Vamos entender o que fizemos. Primeiro, por que usar a fungdo DESLOC?
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Esta fungao embutida do Excel retorna uma referéncia a um intervalo que possui um nuamero especifico
de linhas e colunas com base em um referéncia especificada (no nosso caso se houver niimero e a
existéncia ou ndo de nimeros ¢ identificado com a fungdo CONT.NUM que falaremos abaixo). A sintaxe
da funcdo DESLOC é: =DESLOC(ref;Lins;cols;altura;largura). Os argumentos em negrito sao
obrigatorios e os outros sdo opcionais.

A fungdo CONT.NUM calcula o n° de células em um intervalo que contém numeros. Sua sintaxe é:
CONT.NUM(valor1;valor2;....). Novamente os argumentos em negrito s&o obrigatérios. Aqui usamos
valor2 = 1, para nao retornar zero quando nao encontrar nimero e com isso causando um erro de
altura na fungcdo DESLOC.

Dessa forma a fungcdo DESLOC nomeara o intervalo na coluna G que tiver nimeros e com isso nao
serdo introduzidos zeros quando a célula estiver em branco na coluna D que apresenta a férmula
SOMA(DADOS) na célula D101.

Voltemos a célula D2 e introduzimos a formula: =SE(B2="";"";B2*C2) e na célula E2, introduzimos:
=SE(D2="";"";D2/$D$102).

A planilha ficou pronta. Agora é sé salvar e guardar com carinho para quando precisar.

DIAGRAMA DE ARVORE

O diagrama de arvore ajuda a montar o problema e fazer as contas.

Voltemos a cidade Diabetelandia e vemos que lembremos que a populacgéao foi dividida em 3 categorias
de habitantes (velhos, jovens e criangas). Algumas das pessoas de cada categoria eram portadoras de
diabetes.

Ento, estabelecendo que X é portador e X ndo é portador, temos

Bertolo
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X 0,44 x0,03=0,0132 ou 1,32%

>

0,0211 ou 2,11%

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Uma urna A contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis, e uma urna B contém 2 vermelhas e 8 azuis. Joga-
se uma moeda “honesta”. Se a moeda der cara, extrai-se uma ficha da urna A; se der coroa, extrai-
se uma ficha da urna B. Uma ficha vermelha é extraida.

Qual a probabilidade de ter saido cara no langamento da moeda?

0,0132
0,0211

= 0,6256 ou 62,56%

X
0,33 x 0,01 = 0,0033 ou 0,33% gg;’jf = 0,1564 ou 15,64%
X 0,23 x 0,02 = 0,0046 ou 0,46% gg;";f —0,2180 ou 21,80%

Queremos encontrar a probabilidade de sailr cara

Solucéo
A B
3V 2V
dado a bola ser vermelha,
2A 8 A
P(A) = P(Ca) = (1/2) P(V]A) = (3/5) = 60% = P(V|Ca)
P(B) = P(Co) = (1/2) P(V|B) = (2/10)= 40% = P(V]Co)

Pelo Teorema

de Bayes, temos

P(XNA)

P(X|A;) P(A))

isto é P(Cal]Vv)

P(X NA))

P(A;|X) =

P(X)

" P(XIAD) P(A;) + P(XIA;) P(Az) + -+ + P(X|A,) P(A,)  Zit, P(X[AL) P(Ay)
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Entendendo o Teorema de Bayes [

3 1 3 3

P(CalV) = P(VnCa) _ P(VnNnA) P(V|A) P(A) _ X5 __T0 __T0
P) P(V) P(VIA)P(A)+P(VIB)P®B) 3,1,2 1 3 2 6+2

572 1072 10 " 20 20

_3.20_60_3_
T10%8 T80 g Rouen

Temos, portanto, 75% de probabilidade de que a bola vermelha seja extraida da urna
A por ter obtido cara no lancamento da moeda.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:

! G18 - fx | =D18 E
Wl A | 8 | c ] D T e k_ | 1 H
Ai P(Ai) P(X|Ai) P(AI)P(X]Ai) P(Ai]X)
A, 50,00%| 60,00% 30,00%  75,00%
A, 50,00%| 20,00% 10,00%  25,00%

b 00 ~ o U B W N
[

Faca o exercicio usando a arvore.

. A caixa A tem 9 cartas numeradas de 1 a 9. A caixa B tem 5 cartas numeradas de 1 a 5. Uma caixa é
escolhida ao acaso e uma carta é retirada. Se o numero é par , qual a probabilidade de que a carta sorteada
tenha vindo de A?

Solucéo
A B
4 34 Queremos encontrar a probabilidade da carta vir
8 da urna A dado que o seu numero € par, isto é
P(A]par).
P(A) = (1/72) P(par]A) = (4/9)= 44,44%
P(B) = (1/2) P(par|B) = (2/5)= 40%

Pelo Teorema de Bayes, temos

P(X N 4;) P(X]A;) P(Ay) P(X N A4;)
P(AIX) = = =
l P(X)  P(X|A) P(A;) + P(X|A;) P(A,) + - + P(XIAD) P(A,) 2o, P(XIA,) P(Ap)
4 1 4
P(Alpar) = P(par n A) _ P(Anpar) P(par|A) P(A) _ 9%3 18
PEOZT"Pwy T T P(V)  P(parlA)P(A) +P(parB)P(B) 4 1.2 1~ 4 2
4 972 572 18 " 10
—_18 _ _ 4 180'— 40 —'10—'05263 52,63%
T40+36 18776 76 19 o000 nana
180

Temos, portanto, 52,63% de probabilidade de que a carta de nUmero par seja
extraida da urna A.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:
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A [ 8 [ c | o [ e | ¢ I 6 [ u [ 1 [ k [ 1
1 |Ai P(Ai) P(X]Ai) P(Ai)P(X]Ai) P(Ai]|X)

2 A 50,00%| 44,44% 22,22%  52,63%

3 |A 50,00%| 40,00% 20,00% 47,37%

4 A

5 |A,

6 A

7 |Ag

8 A,

3. Num colégio, 4% dos homens e 1% das mulheres tém mais de 1,75 m de altura. 60% dos estudantes sao
mulheres. Um estudante é escolhido ao acaso e tem mais de 1,75 m. Qual a probabilidade de que seja
homem?

Solucéo

A = evento ter mais de 1,75 m de altura.
P(M) = 60% P(AIM) = 1%
P(H) = 40% P(AIH) = 4% Queremos P(H|A)

Pelo Teorema de Bayes, temos

P = PXNA) _ P(X|A;) P(A) _ P(X NA4;)
' P(X) P(X|A1) P(A1) + P(X|A2) P(A2) + -+ P(X[Ap) P(Ap) i=1 P(X|A1) P(A)
P(H|A) = P(HNA) _P(ANH) P(A[H) P(H) _ 0,04x0,40 _ 0016
P(A) P(A) P(A|H) P(H) + P(A]M) P(M) _ 0,04x0,40 + 0,01x0,60 0,016 + 0,006
0,016 8

= = —= 0,
0022 11 0,7273 ou 72,73%

Temos, portanto, 72,73% de probabilidade de que o estudante com mais de 1,75 m de
altura escolhido ao acaso seja homem. Embora o colégio tenha mais mulher do que
homem, ha mais homens com altura superior a 1,75 m do que mulheres.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:

A B C D E F G H 1 J K L
Ai P(Ai) P(X]Ai) P(AI)P(X|Ai) P(Ai]|X)

A, 60,00% 1,00% 0,60% 27,27%

A, 40,00% 4,00% 1,60% 72,73%

(V- T - - TN IR - T 7 A - S TE R S T
X
e

As

[
o
b

W

4. Uma caixa tem 3 moedas: uma nao viciada, outra com 2 caras e uma terceira viciada, de modo que a
probabilidade de ocorrer cara nesta moeda é 1/5. Uma moeda é selecionada ao acaso na caixa. Saiu cara.
Qual a probabilidade de que a 32 moeda tenha sido a selecionada?

Solucéo
A = primeira moeda,
B
C

segunda moeda,

terceira moeda
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P(A) = 1/3 P(Ca]A) = 50% ou 1/2
P(B) = 1/3 P(CalB) = 100% ou 1 Queremos P(C|Ca)
P(C) = 1/3 P(Ca]C) = 20% ou 1/5

Pelo Teorema de Bayes, temos

R A = PXNA) _ P(X|A;) P(A) P(X NA4;)
' P(X)  P(X|A;) P(A;) + P(X[Az) P(Ap) + -+ P(X[A,) P(A,) 2o, P(X|A;) P(Ay)
P(ClCa) = P(CNnCa) _P(Can() P(CalC) P(C)
P(Ca) P(Ca) P(CalA)P(A) + P(Ca|B)P(B) + P(Ca|C) P(C)
0,20x(1/3) 0,20 020

2
= =0,1176 ou 11,76%
0,50x (%)+0,20x (%)Jrlx(B) 0,50 + 1+020 1,70 17

Temos, portanto, 11,76% de probabilidade de que a face cara seja apresentada pela
32 moeda quando esta for escolhida ao acaso.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:

T T e e e

1 Ai P(Ai) P(X|Ai) P(Ai)P(X]Ai) P(Ai]X)

2 A, 33,33%| 50,00% 16,67%  29,41%

3 A, 33,33%| 100,00% 33,33%  58,82%

4 |A, 33,33%| 20,00% 6,67% 11,76%

5 |A,

6 |As

7 |Ag

8 (A,

9 |Ag

5. A probabilidade de um individuo de classe A comprar um carro de 3/4, da B é de 1/5 e da C é de 1/20. As
probabilidades se os individuos comprarem um carro da marca x séo 1/10, 3/5 e 3/10, dado que sejam de A, B
e C, respectivamente. Certa loja vendeu um carro da marca x. Qual a probabilidade de que i individuo que
comprou seja da classe B?

Solucéo
A = classe A,
B = classe B,

C = classe C

P(A) = 3/4 P(car]A) = 1710
P(B) = 1/5 P(car|B) = 3/5 Queremos P(B]car)
P(C) = 1720 P(car|C) = 3/10

Pelo Teorema de Bayes, temos

PXNA) _ P(X|A)) P(A) P(X NA)
P(4;1X) =
' P(X)  P(XIAy) P(A;) + P(X|A) P(Az) + -+ P(X|A,) P(A,) iz1 P(X|A) P(AD)
P(Blcar) = P(Bncar) P(carnB) P(car|B) P(B)
‘)= "plcar)y _ P(Ca) P(car|A)P(A) + P(car|B)P(B) + P(car|C) P(C)
3 1 3
_ 5*5 _ 25 _ 25 _ 3 200 4
1331 3 1 1i+3 15+24+3 25 42 7
T70*275*5S 71020 20" 25 ' 200 200
= 0,5714 ou 57,14%
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Temos, portanto, 57,14% de probabilidade de que o carro foi comprado por um
individuo da classe B.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:

A B (@ D B - G G| I J K L
Ai P(Ai) P(X]|Ai) P(Ai)P(X]Ai) P(Ai|X)
A, 75,00%| 10,00% 7,50%  35,71%
A, 20,00%| 60,00% 12,00% 57,14%
As 5,00%| 30,00% 1,50%  7,14%

W o 4 o b b W N
g
[

10 A,
11 A
12 A,
13 A,

6. Um certo programa pode ser usado com uma entre duas sub-rotinas A e B, dependendo do problema. A
experiéncia tem mostrado que a sub-rotina A é usada 40% das vezes e B é usada 60% das vezes. Se A é
usada, existe 75% de chance de que o programa chegue a um resultado dentro do limite de tempo. Se B é
usada, a chance é de 50%. Se o programa foi realizado dentro do limite de tempo. Se B é usada, a chance é
de 50%. Se o programa foi realizado dentro do limite de tempo, qual a probabilidade de que a sub-rotina A
tenha sido a escolhida?

Solucéo
P(A) = 40% P(resultado]A) = 75%
P(B) = 60% P(resultado|B) = 50% Queremos P(A]resultado).
Pelo Teorema de Bayes, temos
P(AIX) = P(XNA;) P(X|A;) P(A)) _ P(XNA;)
' P(X) P(X|A1) P(A;) + P(X|A2) P(A2) + -+ P(X[Ap) P(Ap) i=1 P(X|A1) P(A;)
P(Anresultado) P(resultadon A) P(resultado|A) P(A)
P(A|resultado) = = =
P(resultado) P (resultado) P(resultado|A)P(A) + P(resultado|B)P(B)
0,75x0,40 0,30 __Q30 1

= = = = —_—= 0
0.7520.40 7 0.50x0.60 ~ 0301030 060 2 2°0000u50,00%

Temos, portanto, 50,00% de probabilidade de que o resultado foi atingido dentro do
limite usando a sub-rotina A.

Na planilha Excel, preencha apenas a area azul:

A B C D E F G H I J K L

1 Ai P(Ai)  P(X|Ai) P(Ai)P(X|Ai) P(Ai]X)
2 |, 40,00%| 75,00% 30,00%  50,00%
3 A, 60,00%| 50,00% 30,00%  50,00%
4 |A,

5 A,

6 As

7 |A,
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7. A urna X contém 2 bolas azuis, 2 brancas e 1 cinza, e a urna Y contém 2 bolas azuis, 1 branca e 1 cinza.

Retira-se uma bola de cada urna. Calcule a probabilidade de sairem 2 bolas brancas sabendo-se que séo
bolas de mesma cor?

Solucéo
X Y
A 2 A Apds retirar uma bola de cada urna queremos
B 1 B saber P(B n B]mesma cor).
C 1 C

A cor da bola que sai da segunda urna ndo €& influenciada pela cor da bola que saiu
da primeira urna, isto € os eventos sdo independentes.

P(mesma cor) = P(BNB) + P(AnA) + P(C n C)= P(B).P(B) + P(A).P(A) +
P(C).P(C) = (2/5)(1/74) + (2/5)(2/4) + (1/5)(1/74) = (2/20)+(4/20)+(1/20) =
(7/20) = 0,35 ou 35%

Agora

P(BNB)

P(B n B|mesma cor) = Pimesmacon) —

SN
NN
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Entendendo o Teorema de Bayes

X 0,44 x 0,03 =0,0132 ou 1,32% 2'2132 — 0,6256 ou 62,56%

211

>

0,0033
0,0211

0,33 x 0,01 =0,0033 ou 0,33%

= 0,1564 ou 15,64%

J
M
X

3%

\
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X 0,23 x 0,02 = 0,0046 ou 0,46%

>

0,0046
0,0211

0,0211 ou 2,11%

Jovens
3.300 =
3.267 + 33

Velhos
4.400 =

4.268 +
132

Criangas 2.300 = 2.254 + 46

= 0,2180 ou 21,80%
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