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ܲሺܺ|ܸሻ ൌ 	
݊ሺܺ ∩ ܸሻ
݊ሺܸሻ

ൌ 	

݊ሺܺ ∩ ܸሻ
ܰ

݊ሺܸሻ
ܰ

ൌ
ܲሺܺ ∩ ܸሻ
ܲሺܸሻ

ൌ
1,32%
44%

ൌ  .%3	ݑ݋	0,03	

Repetindo isto para as outras categorias podemos montar a seguinte tabela: 

 

Cabe aqui a pergunta:  Qual a probabilidade de um velho ser diabético? 

Resposta: 3%. Esta é a chance de aparecer em qualquer lugar da cidade um velho que é diabético. 
Não precisa ter medo deles!!!! A chance é pequena e a doença não infecto-contagiosa! 

Esta pergunta requer que encontremos P(X|V), certo? 

Outra pergunta: Qual a probabilidade de um diabético ser velho? 

É a mesma coisa que antes? 3%?  

Posto de outra forma, chega ao hospital um diabético, qual a chance dele ser velho?  

Agora queremos a probabilidade condicional P(V|X), ou seja, o contrário de antes. Imporemos agora 
uma CONDIÇÃO entre todos os diabéticos – eles devem ser velhos. Observando a figura anterior, 
temos que dividir nº de velhos diabéticos pelo total de diabéticos  

ܲሺܸ|ܺሻ ൌ 	
݊ሺܺ ∩ ܸሻ
݊ሺܺሻ

ൌ 	

݊ሺܺ ∩ ܸሻ
ܰ

݊ሺܺሻ
ܰ

ൌ
ܲሺܺ ∩ ܸሻ
ܲሺܺሻ

ൌ
1,32%
2,11%

ൌ  .%62,56	ݑ݋	0,6256	

Se atentarmos para os diabéticos da cidade, a chance dele ser velho é 62,56%. É, nesta cidade, entre 
os diabéticos temos muitos velhos (ver figura acima). 

 

 

Fica bem claro que: 

I. P(X | Ai) ≠ P(Ai | X) 
II. P(X  Ai) = P(A i X) 
III. Pela definição de probabilidade condicional 

ܲሺܺ|ܣ௜ሻ ൌ 	
ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ܲሺܣ௜ሻ

 

Habitantes

Portadores de 

Diabetes na categoria 

P(X|Ai)

Velhos 44,00% 3,00%

Jovens 33,00% 1,00%

Crianças 23,00% 2,00%

TOTAL 100,00% 2,11%

Diabetelândia

Habitantes

Portadores de 

Diabetes na categoria 

P(X|Ai)

A Categoria dos 

Portadores de 

Diabetes P(Ai|X)

Velhos 44,00% 3,00% 62,56%

Jovens 33,00% 1,00% 15,64%

Crianças 23,00% 2,00% 21,80%

TOTAL 100,00% 2,11% 100,00%

Diabetelândia Médicos, ao chegar um paciente 
diabético, é muito grande (62,56%) 
dele ser velho. 
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Temos que: P(X   Ai) = P(X|Ai) P(Ai). 
Dessa forma podemos fazer: 

ܲሺܣ௜|ܺሻ ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ܲሺܺሻ

ൌ 	
ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ

ܲሺܺ ଵሻܣ	∩ ൅ ܲሺܺ ∩ ଶሻܣ ൅ ⋯൅ ܲሺܺ ∩ ௡ሻܣ
 

 
Ou, usando a definição de probabilidade condicional: 
 

ܲሺܣ௜|ܺሻ ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ܲሺܺሻ

ൌ 	
PሺX|A୧ሻ	PሺA୧ሻ

PሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ ൅ PሺX|Aଶሻ	PሺAଶሻ ൅ ⋯൅ PሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ
ൌ 	

ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
∑ PሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ୬
୧ୀଵ

 

Este resultado recebe o nome de Teorema de Bayes. 

USANDO TABELA 
De acordo com o desenvolvimento anterior poderemos realizar os cálculos por meio de uma tabela. 
Assim 

 

USANDO O EXCEL 
Já que podemos fazer uma tabela, podemos também realizar tudo no Excel. 

Abra uma pasta de trabalho e introduza os títulos conforme a figura abaixo: 

Partição do 

Espaço 

Amostral Ai

Participação da 

Partição no 

Espaço Amostral 

P(Ai)

P(X|Ai) 

conhecido

P(X   Ai) = 
P(X|Ai).P(Ai)

P(Ai|X)

A1 P(A1) P(X|A1) P(A1) * P(X|A1) [P(A1) * P(X|A1)]/SOMA

A2 P(A2) P(X|A2) P(A2) * P(X|A2) [P(A2) * P(X|A2)]/SOMA

A3 P(A3) P(X|A3) P(A3) * P(X|A3) [P(A3) * P(X|A3)]/SOMA

...

...

...

An P(An) P(X|An) P(An) * P(X|An) [P(An) * P(X|An)]/SOMA

TOTAL 100,00% SOMA

Espaço Amostral



 

 

4

F
s

P
c
Z

P
G
ja

N

N
=

S
p
fu

V

4 Ente

Faça 100 pa
selecionar o

Para criarmo
células onde
ZEROS des

Para se nom
G2:G101, de
anela: 

Na caixa No

Na c
=DESLOC(P

Selecione o
planilha com
unção SOM

Vamos ente

endendo o T

artições do 
o intervalo A

os uma plan
e existirem 
snecessário

mear um int
epois na gu

ome: ProbIn

caixa 
PLAN1!$G$

o intervalo 
m dados e p
MA na célula

ender o que 

Teorema de

espaço am
A2:A101 e c

nilha com re
valores, de
s, pois não 

ervalo de c
uia Formata

nterseção  

Refere-se
$2;0;0;CON

G2:G101 e
precisamos 
a D101.. 

fizemos. P

e Bayes 

ostral (acho
colocar os tí

ecursos ava
ixando o re
faremos cá

élulas no E
ar, no grupo

 

e a:
T.NÚM(Pla

e  escolha 
disto para 

rimeiro, por

o que fica o
ítulos Ai. 

ançados do
esto das cél
álculos naq

Excel, proce
o Nomes De

intr
an1!$G$2:$G

a cor bran
evitarmos a

r que usar a

o suficiente, 

o Excel, vam
ulas em bra
uelas linhas

demos sele
efinidos, esc

roduza 
G$101;1)). 

nca para a 
as referenc

a função DE

não?). Com

mos definir u
anco, evitan
s. 

ecionando o
colhemos D

a 
Dê OK. 

fonte. Isso
ias circulare

ESLOC? 

m isso prec

um nome a
ndo assim c

o intervalo d
Definir Nome

seguinte 

o para não 
es do Exce

Bertolo

 

isamos 

o intervalo 
colunas com

de células 
e. Aparecer

fórm

poluir a no
l ao introdu

o 

de 
m 

rá a 

mula: 

ossa 
uzir a 



 

 

5 Entendendo o Teorema de Bayes 

Bertolo 

Esta função embutida do Excel retorna uma referência a um intervalo que possui um número específico 
de linhas e colunas com base em um referência especificada (no nosso caso se houver número e a 
existência ou não de números é identificado com a função CONT.NÚM que falaremos abaixo). A sintaxe 
da função DESLOC  é: =DESLOC(ref;Lins;cols;altura;largura). Os argumentos em negrito são 
obrigatórios e os outros são opcionais. 

A função CONT.NÚM calcula o nº de células em um intervalo que contém números. Sua sintaxe é: 
CONT.NÚM(valor1;valor2;....). Novamente os argumentos em negrito são obrigatórios. Aqui usamos 
valor2 = 1, para não retornar zero quando não encontrar número e com isso causando um erro de 
altura na função DESLOC. 

Dessa forma a função DESLOC nomeará o intervalo na coluna G que tiver números e com isso não 
serão introduzidos zeros quando a célula estiver em branco na coluna D que apresenta a fórmula 
SOMA(DADOS) na célula D101. 

Voltemos à célula D2 e introduzimos a fórmula: =SE(B2=””;””;B2*C2) e na célula E2, introduzimos: 
=SE(D2=””;””;D2/$D$102). 

A planilha ficou pronta. Agora é só salvar e guardar com carinho para quando precisar. 

DIAGRAMA DE ÁRVORE 
O diagrama de árvore ajuda a montar o problema e fazer as contas. 

Voltemos à cidade Diabetelândia  e vemos que lembremos que a população foi dividida em 3 categorias 
de habitantes (velhos, jovens e crianças). Algumas das pessoas de cada categoria eram portadoras de 
diabetes. 

Então, estabelecendo que X é portador e ෨ܺ não é portador, temos 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Uma urna A contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis, e uma urna B contém 2 vermelhas e 8 azuis. Joga-

se uma moeda “honesta”. Se a moeda der cara, extrai-se uma ficha da urna A; se der coroa, extrai-
se uma ficha da urna B. Uma ficha vermelha é extraída. 
Qual a probabilidade de ter saído cara no lançamento da moeda? 

Solução 
       A         B 
 

 

 

P(A) = P(Ca) = (1/2)      P(V|A) = (3/5) = 60% = P(V|Ca) 

P(B) = P(Co) = (1/2)      P(V|B) = (2/10)= 40% = P(V|Co)  

Pelo Teorema de Bayes, temos 

    	

ܲሺܣ௜|ܺሻ ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ܲሺܺሻ

ൌ 	
PሺX|A୧ሻ	PሺA୧ሻ

PሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ ൅ PሺX|Aଶሻ	PሺAଶሻ ൅ ⋯൅ PሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ
ൌ 	

ܲሺܺ ∩ ௜ሻܣ
∑ PሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ୬
୧ୀଵ

 

                                                        X   0,44 x 0,03 = 0,0132 ou 1,32%    
0,0132

0,0211
ൌ  %62,56	ݑ݋	0,6256

                              3% 

                   V 

                          97% 

                                                         ෨ܺ 

                44% 

                                                         X 0,33 x 0,01 = 0,0033 ou 0,33%    
0,0033

0,0211
ൌ  %15,64	ݑ݋	0,1564

                                  1% 

           33% 

                     J 

                              99% 

                                                         ෨ܺ 

             23% 

                                                        X 0,23 x 0,02 = 0,0046 ou  0,46%      
0,0046

0,0211
ൌ  %21,80	ݑ݋	0,2180

                            2%                                           ______________   

                 C                                                        0,0211 ou 2,11% 

                          98% 

                                                         ෨ܺ 

 

3 V 

2 A 

2 V 

8 A 

Queremos encontrar a probabilidade de sair cara 
dado a bola ser vermelha, isto é P(Ca|V) 
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ሺA୧ሻ

ଶሻ ൅ ⋯൅ Pሺ

PሺMሻ
ൌ 	

0,0

e que o es
ora o col
1,75 m do

zul: 

m 2 caras e
moeda é se
cionada?     

5 m de altu
5 m. Qual a

ሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ

0,4ݔ0,04
0,40ݔ04 ൅ 0,

studante c
égio tenh
o que mulh

e uma terce
lecionada ao
 

ra. 60% dos
a probabilida

ሻ
ൌ 	

ܲሺ
∑ Pሺ୬
୧ୀଵ

40
0,60ݔ01,

ൌ 	

com mais 
ha mais m
heres.  

eira viciada, 
o acaso na 

Bertolo

 
s estudantes
ade de que 

ሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ

0,016
0,016 ൅ 0,0

de 1,75 m
mulher do 

de modo q
caixa. Saiu 

o 

s são 
seja 

ሻ
 

006

m de 
que 

 

ue a 
cara. 
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Bertolo 

P(A) = 1

P(B) = 1

P(C) = 1

Pelo Teo

   	

ܲሺܣ௜|ܺሻ

ܲሺܽܥ|ܥሻ ൌ

Temos, p
3ª moeda

Na plani

5. A probabi
probabilid
e C, resp
comprou s

Solução 

    A = 

 B = 

 C = 

P(A) = 3

P(B) = 1

P(C) = 1

Pelo Teo

   	

ܲሺܣ௜|ܺሻ

ܲሺܤ

1/3      P

1/3      P

1/3      P

orema de B

ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ܣ
ܲሺܺሻ

ൌ
ܲሺܥ ∩ ܽܥ
ܲሺܽܥሻ

ൌ 	
0,5

portanto, 
a quando e

ilha Excel

lidade de um
ades se os i
ectivamente
seja da class

classe A,

classe B,

classe C 

3/4      P

1/5      P

1/20     P

orema de B

ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ܣ
ܲሺܺሻ

ሻݎܽܿ|ܤ ൌ
ܲሺܤ
ܲ

P(Ca|A) = 

P(Ca|B) = 

P(Ca|C) = 

Bayes, tem

௜ሻ ൌ 	
PሺX|Aଵ

ܽሻ
ൌ
ܲሺܽܥ ∩
ܲሺܽܥ
0,20

ݔ50 ቀ
1
3ቁ ൅ 0,

11,76% d
esta for e

l, preench

m indivíduo 
ndivíduos co
. Certa loja 
se B?       

, 

 

P(car|A) =

P(car|B) =

P(car|C) =

Bayes, tem

௜ሻ ൌ 	
PሺX|Aଵ

ܤ ∩ ሻݎܽܿ
ܲሺܿܽݎሻ

ൌ

ൌ 	 1
10 ݔ

3
4 ൅

ൌ ݑ݋	0,5714

50% ou 1/

100% ou 1

20% ou 1/

mos 

ଵሻ	PሺAଵሻ ൅ P

∩ ሻܥ
ܽሻ

	
PሺCa|Aሻ

ሺ1/3ሻݔ

ݔ20, ቀ
1
3ቁ ൅ 1

de probabi
escolhida 

ha apenas 

de classe A
omprarem um
vendeu um 

= 1/10 

= 3/5     

= 3/10 

mos 

ଵሻ	PሺAଵሻ ൅ P

ܲሺܿܽݎ ∩ ሻܤ
ܲሺܽܥሻ

3
5 ݔ

1
5

3
5 ݔ

1
5 ൅

3
10 ݔ

 %57,14	ݑ

/2 

1         

/5 

PሺX|A୧ሻ	P
PሺX|Aଶሻ	PሺAଶ

PሺC
ሻPሺAሻ ൅ PሺC

ሺݔ1
1
3ሻ

ൌ 	
0,5

ilidade de
ao acaso.

a área az

A comprar um
m carro da m
carro da ma

       Qu

PሺX|A୧ሻ	P
PሺX|Aଶሻ	PሺAଶ

	
Pሺcar|AሻPሺ

ݔ
1
20

ൌ 	 3
40 ൅

Entende

   Querem

ሺA୧ሻ

ଶሻ ൅ ⋯൅ Pሺ

Ca|Cሻ	PሺCሻ
Ca|BሻPሺBሻ ൅

0,20
50 ൅ 1 ൅ 0,2

e que a f
.  

zul: 

m carro de 3
marca x são 
arca x. Qua

ueremos P(

ሺA୧ሻ

ଶሻ ൅ ⋯൅ Pሺ

Pሺcar|
ሺAሻ ൅ Pሺcar|

3
25

൅
3
25 ൅

3
200

endo o Teor

mos P(C|Ca

ሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ

PሺCa|Cሻ	PሺC

20
ൌ
0,20
1,70

ൌ

ace cara 

3/4, da B é d
1/10, 3/5 e 3
l a probabili

(B|car) 

ሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ

Bሻ	PሺBሻ
BሻPሺBሻ ൅ P

ൌ

3
25

15 ൅ 24 ൅
200

rema de Ba

a) 

ሻ
ൌ 	

ܲሺ
∑ Pሺ୬
୧ୀଵ

Cሻ
2
17

ൌ 0,117

seja apre

de 1/5 e da 
3/10, dado qu
dade de que

ሻ
ൌ 	

ܲሺ
∑ Pሺ୬
୧ୀଵ

Pሺcar|Cሻ	PሺC

൅ 3 ൌ
3
25

ݔ
2

9ayes 

ሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ

%11,76	ݑ݋	76
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C é de 1/20
ue sejam de
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ሺܺ ∩ ௜ሻܣ
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ሻ

200
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ൌ
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10 Ente

Temos, 
indivídu

Na plani

6. Um certo 
experiênc
usada, ex
usada, a c
de 50%. S
tenha sido

Solução 

P(A) = 4

P(B) = 6

Pelo Teo

   	

ܲሺܣ௜|ܺሻ

ܲሺݐ݈ݑݏ݁ݎ|ܣ

Temos, p
limite u

Na plani

endendo o T

portanto,
uo da clas

ilha Excel

programa p
ia tem most

xiste 75% de
chance é de
Se o progra
o a escolhida

40%      P

60%      P

orema de B

ൌ
ܲሺܺ ∩ ௜ܣ
ܲሺܺሻ

ሻ݋݀ܽݐ ൌ
ܲሺܣ
ܲ

ൌ 	
0,75

portanto, 
usando a s

ilha Excel

Teorema de

 57,14% 
sse B.  

l, preench

pode ser us
trado que a 
e chance de 
e 50%. Se o 
ma foi realiz

a?       

P(resultad

P(resultad

Bayes, tem

௜ሻ ൌ 	
PሺX|Aଵ

ܣ ∩ ܽݐ݈ݑݏ݁ݎ
ܲሺ݀ܽݐ݈ݑݏ݁ݎ

0,4ݔ0,75
0,40ݔ5 ൅ 0,5
50,00% de

sub-rotina

l, preench

e Bayes 

de proba

ha apenas 

ado com um
sub-rotina A
que o progr
programa fo
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do|A) = 75

do|B) = 50

mos 

ଵሻ	PሺAଵሻ ൅ P

ሻ݋݀ܽ
ሻ݋

ൌ
ܲሺ݁ݎ
ܲ

0
0,60ݔ50

ൌ 	
0

e probabi
a A.  

ha apenas 

abilidade 

a área az

ma entre du
A é usada 40
rama chegu

oi realizado d
do limite de

5% 

0%        

PሺX|A୧ሻ	P
PሺX|Aଶሻ	PሺAଶ

݋݀ܽݐ݈ݑݏ݁ ∩
ሺ݋݀ܽݐ݈ݑݏ݁ݎሻ

0,30
0,30 ൅ 0,30
lidade de

a área az

de que 

zul: 

as sub-rotin
0% das veze
e a um resu
dentro do lim
e tempo, qua

    Quere

ሺA୧ሻ

ଶሻ ൅ ⋯൅ Pሺ

ሻܣ
ሻ

ൌ 	
Pሺres

ൌ
0,30
0,60

ൌ
1
2

e que o re

zul: 

o carro 

as A e B, d
es e B é usa
ultado dentro
mite de tempo
al a probabil

emos P(A|r

ሺX|A୬ሻ	PሺA୬ሻ

Pሺresu
sultado|AሻP

ൌ ݋	0,5000

esultado f

foi comp

dependendo 
ada 60% da

o do limite d
o. Se B é us
lidade de qu

resultado

ሻ
ൌ 	

ܲሺ
∑ Pሺ୬
୧ୀଵ

ultado|Aሻ	P
ሺAሻ ൅ Pሺres

 %50,00	ݑ݋

foi atingi

Bertolo

prado por

do problem
as vezes. Se
e tempo. Se
sada, a chan
ue a sub-roti

). 

ሺܺ ∩ ௜ሻܣ
ሺX|Aଵሻ	PሺAଵሻ

ሺAሻ
ultado|BሻPሺ

ido dentro
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r um 
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e A é 
e B é 
nce é 
na A 

ሻ
 

ሺBሻ
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11 Entendendo o Teorema de Bayes 

Bertolo 

 

7. A urna X contém 2 bolas azuis, 2 brancas e 1 cinza, e a urna Y contém 2 bolas azuis, 1 branca e 1 cinza. 
Retira-se uma bola de cada urna. Calcule a probabilidade de saírem 2 bolas brancas sabendo-se que são 
bolas de mesma cor?       

Solução 

       X          Y 

 

 

 

 

A cor da bola que sai da segunda urna não é influenciada pela cor da bola que saiu 
da primeira urna, isto é os eventos são independentes. 

P(mesma cor) = P(BB) + P(AA) + P(C  C)= P(B).P(B) + P(A).P(A) + 
P(C).P(C) = (2/5)(1/4) + (2/5)(2/4) + (1/5)(1/4) = (2/20)+(4/20)+(1/20) = 
(7/20) = 0,35 ou 35% 

Agora 

 PሺB		B|mesma	corሻ ൌ ୔ሺ୆∩୆ሻ

୔ሺ୫ୣୱ୫ୟ	ୡ୭୰ሻ
ൌ 	

మ
మబ
ళ
మబ

ൌ 	 ଶ
଻
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2   A 

2   B 

1   C 

2    A 

1    B 

1    C 

Após retirar uma bola de cada urna queremos 
saber P(B  B|mesma cor). 



 

 

12 Entendendo o Teorema de Bayes 

Bertolo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                        X   0,44 x 0,03 = 0,0132 ou 1,32%    
଴,଴ଵଷଶ

଴,଴ଶଵଵ
ൌ  %62,56	ݑ݋	0,6256

                              3% 

                   V 

                          97% 

                                                         ෨ܺ 

                44% 

                                                         X 0,33 x 0,01 = 0,0033 ou 0,33%    
଴,଴଴ଷଷ

଴,଴ଶଵଵ
ൌ  %15,64	ݑ݋	0,1564

                                  1% 

           33% 

                     J 

                              99% 

                                                         ෨ܺ 

             23% 



 

 

13 Entendendo o Teorema de Bayes 

Bertolo 

                                                        X 0,23 x 0,02 = 0,0046 ou  0,46%      
଴,଴଴ସ଺

଴,଴ଶଵଵ
ൌ  %21,80	ݑ݋	0,2180

                            2%                                           ______________   

                 C                                                        0,0211 ou 2,11% 

                          98% 

                                                         ෨ܺ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Velhos 

4.400 =  

4.268 + 
132 

Jovens 

3.300 = 

3.267 + 33 

Crianças 2.300 = 2.254 + 46 

 

132

46

33 


